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PREDMLUVA

Chceme-li popisovat chovani velkého souboru mnoha stejnych systému (klasickym piikladem
je plyn slozeny z mnoha stejnych molekul), miizeme v podstaté pouZit jen Ctyii ptistupy:

1) chovani prohlasime za ,,bozi zazrak* a dale nezkouméame.

2) na zaklad¢ vysledki jednoduchych experimenti se snazime nalézt zakony, kterymi se
soubor fidi. Naptiklad zjistime, ze v uzaviené nadob¢ roste tlak s rostouci teplotou ¢i
rostoucim poctem ¢astic a naopak tlak plynu klesa, budeme-li zvétSovat rozméery nadoby.
Kombinaci téchto vztahli mizeme nalézt stavovou rovnici. Vzdy vSak musime mit na
mysli, Zze jde o odvozeni na zéklad¢ experimentli, bez zkoumani podstaty jevii samotnych
a ne vzdy budeme zcela rozumét, kdy odvozené zakony ptesné plati. Timto pfistupem se
zabyva termodynamika a nazyva se popisny, odvozeny ze zkuSenosti, neboli
fenomenologicky.

3) pokusime se vypocitat trajektorii kazdé CasteCky tvofici soubor ze zdkladnich zékond.
Tento postup nutné¢ musi selhat u souborti mnoha ¢astic, kde je takovy popis nad nase
moznosti. Mlizeme ale pouzit rizné¢ numerické metody, nepopisovat vSechny systémy ze
souboru a podobn¢.

4) zékony popisujici chovani souboru jako celku se pokousime odvodit teoreticky ze znalosti
chovéani jednotlivych c¢lenli systému statistickymi metodami. Ziskané vysledky maji
pravdépodobnostni charakter, ale u souborit mnoha c¢astic to vliibec neni na zédvadu, spiSe
naopak. Timto piistupem se zabyva statisticka fyzika, ktera je naplni tohoto sylabu.

Soubor systéml popisovany metodami statistické fyziky mize byt velmi rozmanity. Muze jit
o jednoduchy monoatomdrni plyn, o neutronovou hvézdu slozenou z neutroni ¢i
o feromagnetikum slozené z mnoha elementarnich magnetka (spind). Systémy popisovaného
souboru mohou byt jak klasické tak kvantové. Jiz v kvantové teorii jsme se zminili
o mimofadné diilezitosti harmonického oscildtoru a proto i1 zde budeme vénovat pozornost
souboru kvantovych harmonickych oscilatora.

Samoziejm& si odvodime jednoduché zékony ideédlniho plynu, stavovou rovnici, ze
statistického hlediska se seznamime s pojmem entropie. Stejn¢ tak ale budeme studovat
kvantové systémy fermionii a bosonli nebo mnoha elementidrnich kvantovych rotatori
(naptiklad rotujicich molekul).

Pteji vSem hodné uspécht pfi studiu této mimoiadné krasné a elegantni partie fyziky,
s jejimiz pocatky jsou spjata jména takovych velikanii, jako byl naptiklad Ludwig Boltzmann
¢1 Josiah Gibbs nebo v kvantové statistice Enrico Fermi, Paul Dirac, Satyendra Bose a Albert
Einstein.

Aktudlni verzi sylabu naleznete na serveru www.aldebaran.cz v sekci Studium.

1.1.2002, Petr Kulhanek



OBSAH
3. STATISTICKA FYZIKA

3.1. (M) NECO Z MATEMATIKY
3.1.1. UZITECNE VZTAHY
3.1.2. PEAFFOVY DIFERENCIALN{ FORMY

3.2. VYBRANE PARTIE Z TERMODYNAMIKY
3.2.1. PRVNI A DRUHA VETA TERMODYNAMICKA
3.2.2. TERMODYNAMICKE POTENCIALY

3.3. ZAKLADNIi POJMY STATISTICKE FYZIKY
3.3.1. SLOVNICEK POIMU

3.3.2. LIOUVILLUV TEOREM

3.3.3. ERGODICKY PROBLEM

3.4. GIBBSUV KANONICKY SOUBOR
3.4.1. ODVOZEN{ ROZDELEN{

3.4.2. KONSTANTY ROZDELEN]
3.4.3. PARTICNI SUMA

3.5. JEDNODUCHE PRIKLADY

3.5.1. PRAVDEPODOBNOSTNI ROZDELENI CASTICE VE VNEJSIM POLI
3.5.2. IDEALNI PLYN

3.5.3. KLASICKY OSCILATOR

3.6. DALSI PRIKLADY

3.6.1. KVANTOVY OSCILATOR (VIBRATOR)
3.6.2. KVANTOVY ROTATOR

3.6.3. DVOUATOMARNI PLYN

3.6.4. ANHARMONICKY OSCILATOR

3.6.5. DVOUHLADINOVY SYSTEM

3.7. GRANDKANONICKY SOUBOR
3.7.1. ODVOZEN{ ROZDELENI
3.7.2. KONSTANTY ROZDELEN{
3.7.3. PARTICNI SUMA

3.8. FERMIONY A BOSONY

3.8.1. FERMIHO-DIRACOVO A BOSEHO-EINSTEINOVO ROZDELENT{
3.8.2. SOUBOR FOTONU (PLANCKUV VYZAROVACI ZAKON)

3.8.3. SOUBOR FERMIONU (BILY TRPASLIK, NEUTRONOVA HVEZDA)

3.9. FLUKTUACE A ENTROPIE
3.9.1. FLUKTUACE
3.9.2. ENTROPIE

3.10. ELEKTRICKY A MAGNETICKY AKTIVNI SYSTEMY
3.10.1. ZAKLADNI POIMY

3.10.2. MAGNETICKY AKTIVNI MATERIALY

3.10.3. MRIZOVE MODELY

3.11. MONTE CARLO METODY

3.11.1. REALIZACE ROZDELENI

3.11.2. MC METODY PRO MRiZOVE MODELY
3.11.3. OPTIMALIZACE A RIZENE OCHLAZOVANI

3.12. NEROVNOVAZNA STATISTIKA

3.12.1. BOLTZMANNOVA ROVNICE

3.12.2. BOLTZMANNUV SRAZKOVY CLEN

3.12.3. ROVNICE PRENOSU (MOMENTOVA ROVNICE)
3.12.4. PRVNI TRI MOMENTY

133

133
133
133

137
137
138

141
141
144
146

147
147
148
150

152
152
155
157

158
158
161
164
165
167

168
168
168
170

172
173
175
179

181
181
184

185
185
187
191

194
194
199
201

203
203
205
207
209






Statisticka fyzika Néco z matematiky

3. STATISTICKA FYZIKA
3.1. (M) NECO Z MATEMATIKY

3.1.1. Uzitec¢né vztahy

Na uvod uvedu piehled vzorct uzite¢nych ve statistické fyzice. Neucte se je zpaméti, ale
naucte se je pouzivat. Odvozeni naleznete v kazd¢ zakladni ucebnici matematiky a pro nas
neni podstatné. Ve vztazich je n!=n(n-1)...1; n!!=n(n—-2)(n—4)...1.

|
A= — o sa>05n=1,2, (V1)
a

2n e—ax2 dx = (2’1_1)!!‘/;

Ot 8 O =8 O =8

* 1 Cn D)2 ya>0in=1,2, (V2)
!
2nlead g M 0.020,1,2, (V3)
2a}’l +1
T —ax2 d _ % . 5 1 A
e x=,— 3 a>0 (Gaussuv integral) (V4)
a
L2
fe dx=% o a0 (V5)
a

0

« 2 2

[ @ e = \/E et 450 (V6)

a

Z q" = o ;1 g | <1 (soucet geometrické fady) (V7)
n=0 1 - q
Von = %RzN ; (objem koule v sudém poctu dimenzi) (V8)
o 3 © 3 4
[F—ar=se822: [ T—ax=". (V9)
0 e’ +1 0 e’ —1 15

3.1.2. Pfaffovy diferencialni formy
Ur¢ité si vzpominate na pojem malého piirtstku funkce vice proménnych, neboli diferencialu.
Naptiklad k funkci
fy)=xt+y" (3.
je prvnim diferencidlem vyraz
df =2xdx+2ydy. (3.2)

Zkusme nyni tlohu obratit. Pfedstavme si, ze napiSeme podobny vyraz jako je na pravé strané
rovnice (3.2) a budeme se ptat, zda existuje funkce, ke které by vyraz byl prvnim
diferencidlem. Napiiklad

dw,=2xdx+2ydy, (3.3)
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Statisticka fyzika Néco z matematiky

do,=2ydx+xydy. 3.4)

K prvnimu vyrazu takovéa funkce existuje, jde o funkci (3.1), zatimco k druhému vyrazu
takovou funkci nikdy nenajdeme. Obecné vyrazy tohoto typu nazyvame Pfaffovy
diferencialni formy a zapisujeme je ve tvaru

dow=a/(x,....x,)dx; + -+ a,(x,...,x,)dx, (3.5)

nebo pouzijeme-li usporngj$i sumacni konvenci, ma zapis jednodussi tvar

dw=a(x)dx;. (3.6)
Polozend otazka tedy je: Kdy je Pfaffova forma ve tvaru Gplného diferencialu néjaké funkce?
Odpoved’ je velmi zajimava. Vsechny diferencidlni formy se déli na dvé veliké skupiny. Prvni
z nich neni ve tvaru Uplného diferencidlu néjaké funkce a tento typ nema zadné
,hezkeé“ vlastnosti. Druhy typ je ve tvaru uplného diferencialu néjaké funkce, ma mnoho
velmi elegantnich vlastnosti a velmi snadno se s nim pracuje. Proto matematici i fyzici vzdy

davaji prednost diferencialnim formam ve tvaru Gplného diferencialu. Zformulujme nyni tzv.
vétu o péti ekvivalencich:

Véta o péti ekvivalencich: Necht’ ma diferencialni forma d @ = a;, dx; koeficienty, které maji
spojité derivace do druhého tadu vcetné. Potom jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
1) Existuje funkce f(xy,...,x,) takovd, Zze forma je jejim prvnim diferencidlem, t;.
koeficienty formy jsou parcidlnimi derivacemi této funkce:
0
a, = of . (3.7)
8xk
2) Existuje funkce ¢ takova, ze kiivkovy integral mezi dvéma body je jen rozdilem
koncové a pocatecni hodnoty této funkce (nazyvame ji potencidlem diferencialni

formy):
B
[, = 4(B) - p(4). (3.8)
4
3) Kiivkovy integral mezi dvéma body nezavisi na kiivce (cesté integrace):
j a,dx;, nezavisi na kiivce y . (3.9)
Y
4) Kiivkovy integral po jakékoli uzaviené kiivce z diferencidlni formy je nulovy:
gﬁakdxk =0. (3.10)
5) Koeficienty formy spliuji relace:
Ok 04 okl (3.11)
0 XJ 0 Xi

Poznamky:

e Mame-li diferencialni formu, bud pro ni plati vSechny vlastnosti vyjmenované ve vété o péti
ekvivalencich nebo Zadna z nich. Neexistuje nic mezitim.

e V dukazu véty by stacilo dokazat jen implikace ,kruhem* 1= 2 = --- = 5=>1. Tim je mozné se
od kazdého tvrzeni dobrat ke kterémukoli dalSimu. Cely dikaz zde provadét nebudeme, omezime
se jen na nékteré casti.

o Paté tvrzeni je vlastné navodem jak poznat ,spravné“ diferencidlni formy, tj. formy ve tvaru
uplného diferencialu. Ovéfime-li, ze plati vlastnost 5), plati uz i vSechny vlastnosti ostatni.

e Ve fyzice bychom fekli, Ze koeficienty a; diferencialni formy tvofi konzervativni pole, jde
napfiiklad o pole gravitacni. Kfivkovy integrél z gravitaéni sily ma vyznam vykonané mechanické
prace. Ta nezavisi na cesté mezi dvéma body, po uzaviené kfivce je nulova, existuje potencialni
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Statisticka fyzika Néco z matematiky

energie a vykonana prace je rozdilem potencialni energie v koncovém a pocateCnim bodé.
| posledni podminka je snadno interpretovatelna. Pfevedeme-li oba &leny na levou stranu,

da, Oa
——k _ 2T proV k,l,
8x1 8xk
nejde o nic jiného, neZ o podminku, Ze rotace pole je nulova a jde tedy o nevirové pole.
X X
B B
11

" Y3 12

X X1

Dukaz: Nazna¢me nyni ditkaz n¢kterych implikaci véty o péti ekvivalencich:
Implikace 1 = 2:
Zkusme najit ve fadzovém prostoru (xy,...,x,) integrdl zdiferencidlni formy ve tvaru
uplného diferencidlu mezi dvéma body A a B:
B B N B B
[do=[adx, 0 jaa—fdxk =[df=rB)-f(4).
y y 19k y

Je-li diferencidlni forma ve tvaru Uplného diferencidlu, potom jsou koeficienty dany
parcidlnimi derivacemi funkce f a vysledny integral je pouze rozdilem hodnot funkce f
v pocatecnim a koncovém bodé&. Hledanym potencidlem diferencidlni formy je tak sama
funkce f.

Implikace 2 = 3:

Zalezi-li hodnota integralu jen na koncové a pocatecni hodnoté funkce f, nezavisi potom na
integracni kiivce. Je zcela lhostejné, zda integrujeme po kiivce y, 7 nebo 73 na obrazku.
Implikace 3 = 4:

Uzavienou kiivku v pravé ¢asti obrazku si pfedstavime jako soucet dvou jednotlivych kiivek.
Musime ale dévat pozor na orientaci kiivky, ktera méni znaménko kiivkového integralu:

Cﬁda)=J.da)+ j dcoz_[dco— j da)(i)O.

71 ~72 71 V2
Implikace 1 = 5:
Dtkaz je velmi jednoduchy a je zalozen na zdménnosti druhych derivaci funkce f:

day O 9 (of | o [af | Oa
axl 5xl axk ﬁxk ﬁxl 5xk'

Priklad 1: Zjistéte zda je forma dw ve tvaru Gplného diferenciélu:

dw=2xydx+ xzdy .
Z podminky (5) véty o péti ekvivalencich nalezneme ,,kiizové* derivace
Oa da
a, =2xy; ayzx2 = L =2k — Y -2y,
oy 0x
Ob¢ derivace jsou si rovné a diferencialni forma je proto ve tvaru uplného diferencidlu.
Snadno ov¢étite, ze jde o uplny diferencial funkce
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2
fOy)=x7y. ¢
Priklad 2: Zjistéte, zda je forma dw ve tvaru uplného diferencidlu:
X
do=—dx+dy.
y
Pro , kfizové® derivace mame:
X oa 1 oa
o= a=1 = o Lo S
y oy y 0x
Derivace si rovny nejsou a proto diferencialni forma neni ve tvaru uplného diferencidlu
a neexistuje funkce f'takova, Ze by forma byla jejim prvnim diferencidlem. .

Ne vSechny diferencialni formy, které nejsou ve ,,spravném® tvaru je vSak tfeba zatratit.
Nekteré z nich Ize snadno ,,spravit™. Formu z ptikladu 2 1ze opravit vynasobenim funkci y:

da=yda)=y(£dx+dyj:xdx+ydy.
Y

Nova diferencidlni forma zjevné ma potencial a je diferencidlem funkce (x2 + yz)/ 2.
Zjistime-li, ze diferencidlni forma neni ve tvaru uplného diferencidlu, miizeme se pokusit
najit tzv. integracni faktor x, aby nova forma

do = u(xy,....,x,)dow (3.12)

jiz byla ve tvaru Uplného diferencialu. To se ale bohuzel ne vzdy musi podafit, zejména
u diferencidlnich forem mnoha proménnych je hledani integra¢niho faktoru mimotfadné
obtizné. Pro diferencidlni formy s poctem proménnych do tii ale existuje integracni faktor
vzdy:

Véta: Pro n <3 existuje vzdy integracni faktor Pfaffovy diferencidlni formy.

Dukaz: Zkoumejme, zda je nova forma d o = u(xy,...,x,)a,(xy,...,x,)dx; ve tvaru tplného

diferencialu. Hledame tedy funkci £, jiz je nova forma uplnym diferencialem, tj.
of
——=ua, .
0%, Hag
To bude mozné tehdy, kdyz si budou rovné kiizové derivace koeficientii:
Opa, Oua
8 Xl 6 Xk

pro V k,l.

Z téchto rovnic je tfeba urCit integracni faktor. Aby byla uloha feSitelna, musi byt jejich
celkovy pocet mensi nez dimenze fazového prostoru n:

7 <n = Mﬁn = n<3.
2 2

Pro diferencialni formy s vice jak tfemi proménnymi nemame obecné existenci integraéniho
faktoru zadnym zpisobem zarucenu.

Existuji 1 vytiibenéjsi véty, které za urcitych podminek umoziuji existenci integracniho
faktoru ve vice dimenzich (naptiklad Caratheodoryho princip), ale ty jsou nad ramec tohoto
sylabu.
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3.2. VYBRANE PARTIE Z TERMODYNAMIKY

Tato ¢ast neni v zddném piipadé né€jakym systematickym vykladem termodynamiky. Jde jen
o ptehled nékterych pojmit ztohoto oboru, které budou potieba k porovnani vysledkil
termodynamiky a statistické fyziky. V termodynamice budeme hovofit o popisované soustave.
Ve statistické fyzice pak budeme disledné rozliSovat systém (jedna popisovand entita) a
soubor (velké mnozstvi téchto entit).

3.2.1. Prvni a druha véta termodynamicka

Prvni véta termodynamicka neni nic jiného nez zakon zachovani energie soustavy:

Vnitini energie soustavy se muze zvysit dodanym teplem nebo pridanim dalSich castic a snizit
soustavou vykonanou praci.

dU =dQ —dA +dUy (3.13)

Sama vnitini energie soustavy je uplnym diferencialem. Cleny na pravé strané ale uplnymi
diferencialy nejsou. Plyne to z mnoha experimentd. Dodané teplo J‘dQ je rizné po ruznych

cestach ve fazovém prostoru (p, V, T') a zavisi tak na cesté. Podobn¢ je to i s dalsSimi ¢leny na
pravé strané. Podivejme se na jednotlivé ¢leny podrobnéji:

Prace vykonana soustavou (dA)

Prace vykonana soustavou miize byt nejriznéjs$i povahy: mechanické, elektrické, magnetické,
polarizacni, elastické, atd. a vysledny vyraz je sou¢tem mnoha c¢lenl. Prozatim se ale
spokojime jen s vyrazem pro mechanickou praci, elektrické a magnetické ¢leny budeme
diskutovat pozdéji.

dA=Fdl+- =pSdl+- =pdV +-- (3.14)

VnitFni energie spojena se zménou poétu €astic (dUy)
Ptichazeji-li do soustavy dalsi castice zvnéjSku, roste vnitini energie soustavy umérné
ptirtstku ¢astic:

dUy = pudN . (3.15)

Koeficient imérnosti i se nazyva chemicky potencial soustavy a zavisi na typu latky, ze které
se soustava skladd. Z matematického hlediska o zZadny skutecny potencidl nejde a ndzev ma
jen historicky ptivod. Obsahuje-li soustava vice druhti castic, je prirastek vnitini energie
spojeny se zménou poctu castic dan souctem podobnych ¢Elenli pres vSechny druhy c&astic
(pouzivame sumacni konvenci):

dUy =y, dN,, (3.16)
Tepelna energie (dQ)
Teplo je jednim z Gstfednich pojmil termodynamiky a je proto obzvlasté nepiijemnou
zalezitosti, Ze neni ve tvaru uplného diferencialu. NaStésti lze ukazat, ze vzdy existuje
integracni faktor, ktery teplo pievede na diferencialni formu ve tvaru tplného diferencidlu. To
je obsahem druhé véty termodynamické, ktera se vyskytuje v mnoha podobach. Pro nas bude

vvvvvv

K diferencialu tepla existuje integracni faktor. Je jim prevracend hodnota absolutni teploty.
Noveé vzniklou uplnou diferencialni formu nazyvame entropie a oznacujeme ji dS:

1
dS:TdQ (3.17)

e Existuji i jiné formulace druhé véty termodynamické, které maji hluboky vyznam pro
termodynamiku, napiiklad: Neexistuje perpetum mobile druhého druhu (stroj trvale
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a cyklicky konajici praci ochlazovanim teplotni lazné). To jak spolu obé formulace souvisi
muze ¢tenar nalézt v kazdé ucebnici termodynamiky.

e Ke spravnému integracnimu faktoru Ize dojit naptiklad rozborem Carnotova cyklu, kde se
ukazuje, ze integrace dQ zavisi na cesté integrace, ale integrace veli¢iny dQ/T je nezavisla
na cest¢ a je proto uplnym diferencialem.

e To ze pievracend hodnota teploty je spravnym integracnim faktorem diferencialu tepla Ize
také ukazat porovnanim derivaci ,,kiizem* u diferencidlu entropie.

e Vtermodynamice rovnovaznych dé&jii ma entropie vyznam diferencidlu tepla, ktery je
integra¢nim faktorem opraven na Uplny diferencidl. Pro entropii plati vSechny tvrzeni véty
o péti ekvivalencich: integral z entropie nezavisi na cesté, integral po uzaviené kiivce
(cyklicky dé&j) je nulovy, atd. Proto vzdy ddvame ptednost entropii a misto diferencialu
tepla piSeme:
dQ=TdS (3.18)
Po vyjadieni vSech veli¢in na pravé strané prvni véty termodynamické (3.13) ziskame tvar,
ktery budeme pouzivat:
! dU=TdS - pdV + y dN, (3.19)
V poslednim ¢lenu pouzivame sumacni konvenci, s¢ita se ptes vSechny druhy castic, jejichz
pocet se miize ménit (naptiklad v plazmatu elektrony, neutralni ¢astice a ionty).

3.2.2. Termodynamické potencialy

V minulé kapitole jsme se seznamili se dvéma veli¢inami, které¢ tvoii diferencidlni formy ve
tvaru Uplného diferencidlu. Jde o vnitini energii a entropii. Existuje vSak postup, kterym
muzeme vytvaret celou fadu dalSich, velmi uzite¢nych uplnych diferencialnich forem. Zde se
zminime o entalpii, volné energii, Gibbsove potencidlu a grandkanonickém potencidlu. Prave
vyznam téchto velicin je pro statistickou fyziku velmi dalezity.

Entalpie H

Pravou stranu diferencialu vnitini energie (3.19) ,,zaplnime* v ¢lenu pdV. ZapiSeme ho jako
d(pV)—Vdp aprvni ¢len prevedeme na levou stranu. Tak ziskdme novou veli¢inu ve tvaru

uplného diferencidlu, tzv. entalpii:
dU=TdS - pdV + u, dN;,
dU=TdS-d(pV)+Vdp+ u dNg,
dU+pV)=TdS+Vdp+ u, dN,.

Pro nové¢ zavedenou veliCinu mizeme napsat celou fadu relaci. Jednak zname jeji definici
(nalevo v zé&vorce), zname jeji prvni diferencidl (prava strana rovnosti). Z tvaru prvniho
diferencidlu pozname, na kterych veli¢inach entalpie zéavisi. Navic vime, ze jde o Uplny
diferencial, tj. parcialni derivace entalpie daji koeficienty diferencidlni formy na pravé stran¢:

H=U+pV,

H=H(S,p,N,) (3.20)

o0H oH
, V= 5, , Hy = N :
Nk p S’Nk k SspaNivtk

S P

E}
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Ze znalosti entalpie miZzeme urcit teplotu, objem a chemické potencidly soustavy. Z prvni
relace (3.20) mizeme také urcit za pomoci entalpie vnitini energii soustavy:

op

Tato rovnice se nazyva Gibbsova-Helmholtzova rovnice prvniho druhu. Z vnitini energie pak
muzeme pocitat tepelné kapacity soustavy i dalsi veliCiny.

U:H—pV:H—p(a—Hl. (3.21)

e Indexy u parcialnich derivaci znamenaji, Ze pfislusné veli€iny jsou pfi derivovani konstantni,
zkratka si jich neviimame, tak jak jsme bézné zvykli. V termodynamice, kde déje zavisi na cestg,
byva zvykem tuto cestu explicitné vyznaCovat. V naSem textu budeme automaticky rozumét, Ze
veli¢iny, podle kterych se derivace neprovadi jsou konstantni a indexy nadale nebudeme psat.

e Pismeno H znamena velké fecké éta (souvisi se slovem enthalpy).

Volna energie F
Budeme postupovat obdobné jako u entalpie, jen nyni ve vyrazu (3.19) pro vnitini energii
zuplnime ¢len 7dS:

dUszS—pdV+ﬂdek,
d(U~TS)=-SdT — pdV + u, dN,.

Opét tak ziskdvame novou diferencidlni formu ve tvaru Uplného diferencidlu, kterou
nazyvame volna energie. Stejné jako u entalpie mizeme kromé definice ihned napsat celou
fadu relaci:

F=U-TS,
F=F(T,V,N,). (3.22)

o_(oF) (P . _(oF
or ) P ar ) M T\an, )

Pravé volnd energie ma ve statistické fyzice mimofadny vyznam. Uvidime totiz, Ze tuto
veli¢inu na zakladé statistickych ivah budeme schopni zjistit. Volna energie je funkci snadno
predstavitelnych veli¢in: teploty, objemu soustavy a poctu castic riznych druhd. Pozname-li
tuto funkci, snadno pouhym derivovanim ur¢ime entropii soustavy, jejiz intuitivni pochopeni
¢asto narazi na problémy. Derivovanim volné energie podle objemu zjistime tlak v soustave,
tedy stavovou rovnici a derivovanim podle poctu Castic mizeme urcit chemické potencidly
soustavy. Co vice si prat? Snad jesté vnitini energii, ale ani to neni problém. Z definice volné
energic F =U — TS ur¢ime U= F + TS a dosadime jiz vypoctenou hodnotu entropie:

U=F-T {8—Fj (3.23)
or

Jde o tzv. Gibbsovu-Helmholtzovu rovnici druhého druhu a je vychodiskem k mnoha dal$im
odvozenym veli¢indm které se pocitaji z vnitini energie.

Piiklad 3: Dokazte, ze Gibbsovu-Helmholtzovu rovnici (3.23) lze zapsat jako
U=0(pF)/0p.

Gibbsuv potencial G

Naprosto stejnym postupem jako v piedchozich ptipadech zuplnime diferencial vnitini
energie v obou Clenech pdV a TdS. Vysledkem je nova veli¢ina, Gibbstv potencial, pro ktery
zfejmé plati:
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G=U-TS+pV,
dG=-SdT+Vdp+ u, dN,
G=G(T, p,Ny), (3.24)

s__(26) (%), _(26)
oT op ON,

Gibbstlv potencial ma velky vyznam pro chemii a termodynamiku, my ho ve statistické fyzice
nevyuzijeme. Kulaté zavorky znamenaji, ze veSkeré ostatni veliiny (kromé té, podle které se
derivuje) jsou drzeny konstantni, indexy jiz nevypisujeme.

Grandkanonicky potencial Q

Poslednim z potencialii, ktery pro nas bude mit velky vyznam je grandkanonicky potencial.
Diferencial vnitini energie ziplnime v ¢lenech 7dS a u dN. Vysledek je:

.QEU—TS—/Jka,
dQ2=-SdT - pdV - N, dy ,
‘Q:‘Q(Ta Va,uk)a (325)
s_(22)  ,__(22)  _(22)
oT oV O 1y
Ve statistické fyzice souborl s proménnym poctem ¢astic budeme schopni, alesponi teoreticky,
urCit pravé grandkanonicky potencial. Z né¢ho pak jiz snadno nalezneme entropii soustavy,

tlak (stavovou rovnici) a pocty jednotlivych ¢astic. Z definice grandkanonického potencialu
potom vypocteme vnitini energii:

oT 8,uk

ktera je vychodiskem k vypoctu mnoha dalsich veli¢in.
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3.3. ZAKLADNI POJMY STATISTICKE FYZIKY

3.3.1. Slovniéek pojmu

Systém

Systémem rozumime jakoukoli popisovanou entitu. Sadu nezavislych parametri nutnych
k popisu nazyvame zobecnéné soutradnice. Standardnimi postupy (TF1) piifadime kazdé
zobecnéné soufadnici zobecnénou hybnost. Znadme-li poc¢ate¢ni hodnoty soufadnic a hybnosti,
muzeme predpovedét trajektorii systému za pomoci Hamiltonovych rovnic. Jde-li o kvantovy
systém, je stav dan vektorem v Hilbertové prostoru a casovy vyvoj urc¢ime pusobenim
evolu¢niho operatoru (TF2). V tomto ptipadé ma trajektorie pravdépodobnostni charakter a je
kvantové ,,rozmazana‘ s velikosti ,,pixelu® 27z#% danou relacemi neurcitosti.

klasicky p kvantovy
systém systém

Fazovy prostor

Fézovym prostorem nazyvame prostor zobecnénych soufadnic a hybnosti (g, p). NepiSeme-li
indexy, automaticky myslime celé mnoziny vSech zobecnénych soutfadnic a hybnosti. Pro¢ se
pouzivaji hybnosti namisto rychlosti? Je pro to hned nékolik diivod:

e Chceme-li sledovat ¢asovy vyvoj, pouzivame Hamiltonovy rovnice pro soufadnice
a hybnosti.

e Svét na elementarni Urovni je kvantové rozmazén diky Heisenbergovym relacim
neurcitosti. Ty plati opét mezi zobecnénou soufadnici a ji pfislusejici zobecnénou
hybnosti.

e Je-li situace symetricka vzhledem k posunuti v nékteré zobecnéné soutadnici, zachovava
se ptislusna zobecnéna hybnost. Tyto dvé veli¢iny neoddélitelné patii k sobé.

e Poissonovy zavorky zobecnénych soutfadnic a odpovidajicich zobecnénych hybnosti jsou
rovny jedné, ostatni zavorky jsou nulové.

e Ve statistické fyzice uvidime, ze ve fdzovém prostoru s osami (g, p) se pii statistickém
vyvoji mnoha systémi zachovava objem a soubor systému se chova jako nestlacitelna
kapalina (Liouvillv teorém), coz je pro popis velmi vyhodné.

Soubor

Souborem rozumime velké mnoZstvi stejnych systémil se stejnym p *

fazovym prostorem. Systémy mohou mit rizné poc¢atec¢ni podminky “ o
a ve fazovém prostoru jsou v daném okamziku reprezentovany
mnozinou mnoha bodu. tak jak se soubor s Casem vyviji, jednotlivé
body se ptfesouvaji po svych fazovych trajektoriich danych
Hamiltonovymi rovnicemi. q

o o
«®
® o o ¢

Fazovy objem
Ve fazovém prostoru mizeme standardnim zplisobem zavést elementarni objem fazového
prostoru jako 2f rozmérny diferencidl (fje pocet stupiiti volnosti)

dg=dq--dqy dpy-+-dpy =11dg, ldp, = d’qd’ p (327)
Kone¢na oblast 2 fazového prostoru ma potom objem
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Ap=[dp=[d'qd p. (3.28)
0 Q0

Vahovy faktor
Kazdy stupen volnosti je ve WKB aproximaci rozmazan s hodnotou ,,pixelu® 2z# . Stejny
rozmér také piindsi kazdy stupenn volnosti do integralu (3.28). Je velmi vyhodné zavést
bezrozmérny fazovy objem vyrazem
dg d’qd’ p

; AlM= | ———.
(rh) L @rny
Tato bezrozmérna veli¢ina se nazyvd vahovy faktor, vyuzivd se zejména u kvantovych
systémi a ma vyznam poctu kvantovych stavli obsazenych v oblasti £2, protoze jeden stupen

(3.29)

volnosti zaujima objem 277 a jeden stav (27zh)f .

Hustota pravdépodobnosti
Bude-li soubor obsahovat velké mnozstvi systémil, mizeme zavést hustotu poctu systémii
v elementu fazového objemu AN/A¢ . Cim bude toto ¢islo vyssi, tim vice je v daném misté

systémi a tim vys$i je pravdépodobnost nalézt v dané oblasti n&jaky systém. Hustota
pmvdépodobnosti je umérna hustoté poétu systémi ve fézovém prostoru Z dﬁvodu

vvvvv

mozné vyuZzit bezrozmérny fdzovy objem (védhovy faktor) a tak jsou celkem 4 moznost1
zavedeni a normovani hustoty pravdépodobnosti:

Efl_];, dw=pdp,  [dw j—d(,zs N
1 dN
P=E——", d Zpd¢, =— —d¢_
N d¢ " Jav I (3.30)
EZ—]I\Z, dw=pdl, Idw I—df N;
pE%Z_]IK, dw=pdl',  [d :—j—dr_l

Celkova pravdépodobnost je normovana bud’ k jedné (tak tomu je nejcastéji v matematice)
nebo k celkovému poctu Castic. V tomto sylabu budeme vyuzivat druhé a ¢tvrté moznosti
normovani hustoty pravdépodobnosti (k jedné).

Stfedovani pres fazovy prostor

Je-1i zndma hustota pravdépodobnosti, miiZzeme primérovat dynamické proménné pies fazovy
prostor. Secteme hodnoty dynamické proménné 4 pro vSechny systémy s vahou danou
hustotou pravdépodobnosti p:

= [ 4(g, p)dw=[ A(g,p) pd$ ~ nebo
A)= jA(q,p)dw= jA(q,p)pdr nebo (3.31)

(=3 4,m,

Prvni ptipad plati, pouzijeme-li fazovy prostor, druhy pouzijeme-li vahovy faktor, tfeti pro
systém s diskrétnimi stavy, kde prosté s¢itame pies pravdépodobnosti jednotlivych stavi.
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Priklad 4
Zadani: Urcete fazovy objem soustavy N nezavislych linearnich harmonickych oscilatort,
jejichz maximalni energie je E.
Reseni: Hamiltonova funkce a fazovy objem tohoto systému jsou

N 2 2.2

pi  Mmo; X;
H=Y "1t . = j dx,---dxy dpy---dpy .
— 2m; 2 HYE

1/2
)

Provedeme-li substituce &, = (m,w>/2)""*x,; n,=p,/(2m,

zjednodusi se oblast integrace na 2N rozmérnou kouli

2N
p=—— [dVcd"n;  Q={Cm) G &y n] oy <E).
a)l...a)N Q

Vysledkem integralu je objem 2N rozmérné koule o poloméru JE

-2y E) L 2

WOy wy-oy N!

Priklad 5
Zadani: Vypoctéte fazovy objem, ktery ohranic¢uje energetickd nadplocha molekuly chovajici
se jako tuha ¢inka.

ReSeni: Molekula méa celkem 5 stupiiti volnosti. MiiZe se pohybovat
jako celek (tento pohyb popiseme souradnicemi t€zisté molekuly x, y, z)
a muze rotovat ve dvou nezavislych thlech (popiSeme je thly 6 a ¢
sférickych soufadnic). Fazovy prostor ma tak 5 soufadnicovych os a 5
hybnostnich os, je tedy desetirozmérny. Molekula se ve fazovém
prostoru vzdy nachazi v nékterém bodé€ tzv. energetické nadplochy

Ezém(xz +j/2 +z'2)+ m[éjz (92 +sin’ 6 gb2)=const.

Standardnim postupem uré¢ime hamiltonian
2 2 2 2
P p
H=P2x v P | po+—2—1|.
2m  2m  2m  4ml] sin” @
Nyni se jiz miZeme pustit do vypoctu objemu oblasti fazového prostoru, kterou uzavird
energetickéd nadplocha:

$= | dvdydzdpd0dp, dp,dp,dp,dp, =
H<LE

2z T
p= [drdydz [ dp [sinodo [ 82w’ dPp =
14 0 0 pl+-pi<E

¢ =3222Vm® 212 E5 v (1)

V druhém tadku jsme provedli standardni substituce, podobné jako v ptedchozim ptikladé.
Veli¢ina Vs(1) je objem jednotkové pétirozmérné koule. .
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3.3.2. Liouvillav teorém

Proudéni zpravidla popisujeme hustotou a tokem né¢jaké aditivni veli€iny 4. MizZe jit o tok
hmotnosti, naboje, tepla, energie a podobné. Hustota a tok jsou definovany vztahy

. AA
p= lim —,
AV—0 AV (3.32)
i=pv

a tvori relativisticky ctyfvektor (p,j) transformujici se pomoci Lorentzovy matice. Veli¢ina
v(t,x) je rychlostni pole. Jestlize se pifi proudéni veli¢ina 4 zachovava, plati rovnice

kontinuity
9P, div pv=0. (3.33)
ot
Jde o soucet pfes casovou i vSechny prostorové derivace:
a_p + 6p—vk = O .
8t axk

vvvvvv

hustotou je hustota pravdépodobnosti. Tok ale musime brat ve fazovém prostoru vsech
soufadnic a hybnosti

i=(Pqy,.p4r.pP1>PPY)
stejné tak jako divergence v rovnici kontinuity bude obsahovat derivace pies vSechny osy
fazového prostoru:
op O0pqr Oppy
o Oqp  Opy

0.

Je jasné, ze pokud se systémy ve fazovém prostoru neztraceji musi takovy zakon zachovani
2
poctu systémi platit. Proved'me nyni derivace soucinii:

op 0Op . 04 op .  Op;
L.y ka+ P+ ppk+—/7:()-
ot Ogqy 0qy Opk Opy
Ve tfetim a patém c¢lenu vyuzijeme Hamiltonovy rovnice
i = O0H b oH
k=5 > k=T 5
0Pk gy
a dostaneme
op op . . O°H op . O°H
e T p+ - p=
ot Ogy 99, 0py Opy Opy 04y

Diky zaménnosti druhych parcidlnich derivaci se nakonec oba zminéné Cleny vyrusi.
Dostavame tak rovnici kontinuity ve tvaru

o, op, 0P
ot Oqy Ok

Vzhledem k tomu, ze p = p(t,q;, p; ) dostavame tak

! 4 _y. (3.34)
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Hustota pravdépodobnosti se neméni a pravdépodobnost vyskytu systémi ve fadzovém
prostoru se chova jako nestlacitelna kapalina. Rovnice (3.34) se nazyva Liouvilliv teorém
a ma ve statistické fyzice zasadni diileZitost.

Poznamka: Rovnici kontinuity mizeme obdobné upravit i u proudéni bézné tekutiny:
0 . 0,
a—p+d1va:O = 6—p+8k(pvk):O = —+ U, +——p=0.
t t

Prvni dva &leny davaji uplnou derivaci hustoty a posledni Ize upravit za pomoci divergence:

dp .
—+ pdivv=0
p P

t

Je jasné, Ze proudéni normalni tekutiny je nestlagitelné (d p/dt =0 ) je-li divv=0.

Hustota pravdépodobnosti je podle vztahu (3.34) konstantni. Kolik konstant méme ve
vypoctu  k dispozici? Pocitame-li zobecnéné soufadnice a zobecnéné hybnosti
z Hamiltonovych rovnic, vyjde feSeni zavislé na poCatecnim stavu (f polohach a f hybnostech),
tj. obsahuje 2f integracnich konstant pohybu, pfesnéji 2f-1, protoze jednu konstantu
spotfebujeme na volbu pocatku casové osy f.:

dri =qk(t,a1,...,0£2f_1),

Pr=p(tay,..ap ).
Kdybychom ziskané fteSeni dokéazali beze zbytku invertovat a spocitat tyto integracni
konstanty

ak :ak(qlﬁ""qf 5p17"'5pf)3

ziskali bychom vSechny zakony zachovani souboru. Bohuzel ne vzdy jsou definovany na
celém oboru a zmechaniky mame =zajisténu existenci jen sedmi zakladnich zakont
zachovani: energie, hybnosti a momentu hybnosti. Ma-li byt Uplnd derivace hustoty

pravdépodobnosti podle Liouvillova teorému konstantni, je rozumné piedpokladat, ze je
funkeci téchto znamych integralt pohybu:

p=p(E,p,L)

zustava jedina nenulova veliCina, na které mize zaviset hustota pravdépodobnosti — energie:
! p=p(E). (3.35)

wewvr

p . p(t, 4, D) p 1:D mistnos:
.. ;" ° : ° ° :
®et f X | |
l'.i“ ° o N !
NN iy
R i o o . E

q a b q

Diky nestlacitelnosti ,,proudici pravdépodobnosti“ se neméni fazovy objem zaujimany
vybranou makroskopickou ¢asti systémd. Jestlize systémy zaujimaly na zacatku ve fazovém
prostoru urcity objem ¢, bude se tento objem v prib&hu casového vyvoje riizné deformovat,
ale jeho velikost se nebude ménit. Tento objem (nebo vahovy faktor) tedy bude opét jen
funkci energie systému

! p=¢(E); I'=r(E). (3.36)

To je jen jind formulace Liouvillova teorému.
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Hustota energetickych stavu
Pro element pravdépodobnosti mizeme diky Liouvillovu teorému psat

dw=pdIl = p(E)dI (E)= pi—g dE = p(E)y(E)dE (3.37)
kde jsme oznacili
dr
E)y=—o 3.38
V)= (3.38)

tzv. hustotu energetickych stavl (vzpomeiite si, ze /- md vyznam poctu kvantovych stavii
v uvazovaném fazovém objemu). U spojitych problémi je hustota energetickych stavi
spojitou funkci, mnohdy mé vsak i diskrétni Cast:

y(E)=g(E)+) 8, 8(E~E,). (3.39)

Symbol 6 znamena Diracovu distribuci (analogie Kroneckerova delta v prostorech £,
u prostort L,). Koeficienty g, nazyvame stupen degenerace stavu n.

3.3.3. Ergodicky problém

Stiedni hodnotu dynamické proménné A(g,p) v souboru mohu v zdsadé uréit dvojim

zpusobem. Prvni zmozZnosti je stiedovani pfes soubor pomoci zavedené hustoty
pravdépodobnosti:

(4)= j A(q, p)dw= j A(q, p) pd . (3.40)

Druhou z moznosti je zvolit si jeden ze systémii souboru a pramérovat veli¢inu 4 po
dostate¢né dlouhou dobu v Case:
tO +7

- .1
A= lim — j A(q(0), p(0))dt . (3.41)
T—>0 T
)
Samoziejmé by vysledek limity nemél zaviset na pocatecnim Case #. Velmi diskutovanou
a velmi starou je otazka, zda obojim zptisobem ziskame tyz vysledek:

(d)=4. (3.42)

Tento problém se nazyvéa ergodicky problém, je vyfeSen kladné v mnoha jednotlivych
pripadech, ale obecné feSeni pro mechanické systémy znamo neni. V tomto sylabu budeme
budovat statistiku, veli¢iny budeme stfedovat pomoci vztahu (3.40) a budeme doufat, ze
1 prumé€rovani (3.41) by vedlo ke stejnému vysledku.
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3.4. GIBBSUV KANONICKY SOUBOR

3.4.1. Odvozeni rozdéleni

Pti odvozeni pouzijeme nasledujici ptredpoklady:

e Systém o N casticich miize vyménovat energii s okolim.
Znamena to tedy naptiklad moznost vymény tepelné
energie pres stény systému.

e Pocet Castic systému je konstantni. Systém nevyménuje
Castice s okolim, ¢astice v ném nevznikaji ani nezanikaji.

e Jedinym vnéjSim parametrem je objem systému (je dan
vnéjSimi faktory, tvarem nadoby). Prace obecné muze
zaviset na mnoha vnéjSich faktorech: d4 = 4, da, . Veli€iny A, nazyvame zobecnéné sily a

veli¢iny a; vnéjsi parametry. V naSem jednoduchém ptikladé mame jediny ¢len dA4 = pdV .
e Energie vdzana na povrch soustavy je zanedbatelnd vzhledem k celkové energii soustavy
(zanedbame povrchové jevy).

e Budeme podle Liouvillova teorému piedpokladat, ze hustota pravdépodobnosti i fazovy
objem zavisi jen na energii soustavy.

Prvni véta termodynamicka bude pro tuto soustavu mit jednoduchy tvar
dU =TdS — pdV . (3.43)
Vzhledem k tomu, Ze pocet Castic soustavy se nemeéni, je posledni ¢len v (3.19) nulovy.

Proménné okoli budeme oznacovat ¢arkou. Pravdépodobnost, Ze systém i s okolim nalezneme
ve stavu s urcitou energii je dana aditivnosti energie a multiplikativnosti fazového objemu:

dWioy = P(Eio)d 1 1oy = p(E+E) d T dT". (3.44)
Pro nezavislé subsystémy se ale pravdépodobnosti nasobi a mélo by proto také platit:
AW,y = dW(E) dW(E") = p(E)d T (E) p(E"dT (E")Y= p(E)p(E"dTdI".  (3.45)
Porovnanim obou moznosti zjistime, Ze pro hustotu pravdépodobnosti musi platit vztah

P(E+E") = p(E) p(E). (3.46)
V matematice se ukazuje, ze existuje jedina funkce stouto vlastnosti a tou je obecna
exponenciela
E

p(E)=¢e1"2" (3.47)
V exponenciele oznacime konstanty linearni kombinace pismeny « a £. U energie zvolime
zaporné znaménko. Volba znaménka je v tuto chvili nepodstatnd, a kdyby nebyla spravna, g
by vyslo ziaporné. Uvidime, ze ve skuteCnosti srostouci energii systému klesa
pravdépodobnost jeho vyskytu, a proto je minus pied energii spravné. Uved'me vyraz jak pro
spojity, tak pro diskrétni ptipad:

p(E)=e*PE w, =e% Phn (3.48)
Hodnoty konstant & a f odvodime z podminky, Ze statistické vysledky musi limitn¢ piechazet
ve znamé zakony termodynamiky. V diskrétnim ptipadé zavisi mozné hodnoty energetického
spektra na vnéjsich parametrech systému, v naSem ptipad¢ na objemu zaujimaném systémem,
. E,=E,(V).
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3.4.2. Konstanty rozdéleni

Urc¢eme nyni konstanty « a f. Nalezneme diferencidl stfedni hodnoty energie a porovname ho
s prvni vétou termodynamickou. Odvozeni je mozné provést spojité nebo diskrétné, naptiklad
pro stfedni hodnotu energie miizeme ve spojitém piipad¢ psat

U= jEdw = j Ep(E)dI = jE P(E)y(E)dE (3.49)
a v diskrétnim
U=Y Ew, =Y E,(V)w,. (3.50)

My se v tomto odvozeni budeme drzet diskrétniho pfipadu a naopak nékteré pfisti odvozeni
pro zménu povedeme spojité. Naleznéme tedy diferencial vyrazu (3.50):

dU:ZH%% dVan} + Y E,dw,.

Hustota energie n-tého stavu odpovida tlaku generovanému n-tym stavem (az na znaménko).
Tlak je vzdy hustotou energie: p =AF/AS =AFAI/(ASAl)=AE/AV . Znaménko se voli
zaporné (sila je minus gradient energie). V druhém vyrazu pouzijeme genidlni trik, energii £,
vyjadiime pomoci pravdépodobnosti (3.48):

1

dUz—Z(pnwndV) + Z(%—Zlnwn]dwn.

V souctech ponechame jen vyrazy, ptes které se opravdu scitd, ostatni cleny vytkneme:

dU=—Z(pnwn)dV + %dan - %Z(Inwndwn).

V prvnim vyrazu je stfedni hodnota parcialnich tlakli rovna celkovému tlaku. V druhém
vyrazu je soucet vSech pravdépodobnosti roven jedné a diferencial jednotky je nulovy. Treti
vyraz upravime podle vztahu fdg=d(fg)— gdf :

dU=-pdV - %dZ(wnlnwn) + %Z(Wndlnwn)

Nyni ukazme, Ze posledni vyraz je nulovy:

> (w,dInw,) = z[wnidwn] = Ydw, =dy w, = d1)=0.

Wn

Ze statistickych tvah jsme tak konec¢né dostali vyraz pro diferencial energie, ktery miizeme
porovnat s prvni vétou termodynamickou dU = pdV +T dS':

dU =— pdV - %dZ(wnlnwn) (3.51)

Je zfejmé, Ze koeficient £ musi byt imérny pievracené hodnoté absolutni teploty a suma
v druhém vyrazu entropii. To plati az na libovolny multiplikativni koeficient, ktery musi byt
uréen experimentalné:

,B:é, (3.52)
! S=—k Y (w,Inw,). (3.53)

Poznamky:

e Tak jako v kazdé fyzikalni teorii je i ve statistice jedna volitelna konstanta k. Nazyvame ji
Boltzmannova konstanta a volbou jeji hodnoty mizeme vytvaret rizné statistické teorie. Jen jedna
z nich bude ale odpovidat reélné pfirodé. Jde o stejnou situaci, jakou jsme poznali v kvantové
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teorii pfi zavedeni Planckovy konstanty. Po porovnani prvnich odvozenych vztah(l (napfiklad
stavové rovnice idealniho plynu) se skutecnosti zjistime hodnotu Boltzmannovy konstanty

k=1,38x10"22 JK! (3.54)

¢ Nauvic jsme ziskali statisticky vyraz pro entropii (3.53), ktery stfeduje logaritmus pravdépodobnosti
n-tého stavu. Z hlediska statistiky je az na konstanty entropie rovna stfedni hodnoté logaritmu
pravdépodobnosti:

S=—k<lnw>

e Vztah mezi entropii a pravdépodobnosti realizace systému odvodil jiZ L. Boltzmann a je znam
jako Boltzmannova rovnice ve tvaru

S=—klnP (3.55)

Porovnanim sprvni vétou termodynamickou jsme zjistili vyznam koeficientu f
v pravdépodobnostnim rozdé¢leni. Dal§imi ipravami statistické definice entropie a opétovnym
porovndnim s termodynamikou ziskdme jesté vyznam koeficientu o

S=—k Y [wylnw,]=|w, =e* 5 = Inw, =a-pE, | ==k X[w,(a-BE,)] =

=—ka) w, + kBY E,w,.
Interpretace soucti je zjevna a tedy mizeme psat:
S =—-ka+kpU
Snadno nyni ur¢ime neznamy koeficient
a:—S+k,BU:—S+U/T:U—TS F

k k kT kT~
Ziskali jsme tak hodnoty obou koeficientd:
F 1
! o= T ; p= T (3.56)
Pravdépodobnostni rozdéleni tedy je (pro spojity 1 diskrétni piipad):
F-E F-E,
! p(Ey=e Ty (E)=¢ T . (3.57)

Casto vyrazy zkracujeme pravé pomoci koeficientu B =1/kT :
! p(E)=ePT=E) .y (E)=PFED, (3.58)

Odvozené vztahy se nazyvaji Gibbsovo kanonické rozdéleni podle vyznamného amerického
fyzika Josiaha Gibbse (1839—-1903), ktery se zabyval termodynamikou a statistickou fyzikou.
Mimo jiné také zformuloval znamé Gibbsovo pravidlo fazi platné pii zméné skupenstvi.

V kvantové teorii mame misto hustoty pravdépodobnosti operator hustoty p = e_ﬁ (F=H) .

Poznamka: Ve vyrazu pro pravdépodobnost dw= pd I = pydE je hustota pravdépodobnosti p

exponencialné klesajici funkci energie. Naopak hustota energetickych stavli s rostouci energii roste.
Vyslednd hustota pravdépodobnosti proto ma maximum v okoli urcité charakteristické energie, ktera
je v systému zastoupena s nejvétsi pravdépodobnosti.

pPsY

pxY
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3.4.3. Parti¢cni suma

Nyni zndme obé& dve€ konstanty rozdéleni a z normovaci podminky muizeme urcit volnou
energii. A to je pravé kli¢ k vitézstvi. Zname-li volnou energii, miizeme jejim derivovanim
zjistit mnoho informaci o systému, naptiklad stavovou rovnici. Vypocet volné energie
provedeme paralelné v diskrétnim i spojitém piipad¢, abyste oba postupy mohli porovnat.
V levé ¢asti bude diskrétni vypocet, v pravé spojity:

Sw,=1 = [pdr=1 =
SeAEEN ] o [#FPar-1 =
S Pl [ePar=er =

n(Yen)=-pF = n([e dr)=-pF =
F=—kTIn(Y e ") F=—kTin([ePEar)

Veli¢ina nachazejici se v logaritmu v kulaté zavorce se nazyva particni funkce (partiéni suma,
stavova suma) a je Ustfedni veliCinou statistické fyziky, oznacujeme ji Z. Vzhledem k tomu,
ze argument logaritmu by mél byt bezrozmérny, je pouziti véhového faktoru namisto
fazového objemu vhodnéjsi. V podstaté kazdy statisticky vypocet zac¢ind uréenim particni
(stavové) sumy. PopiSme si nyni zékladni konstrukcei statistického vypoctu:

Schéma statistického vypoctu:
1. Zjistime, jakych energii £, mize systém nabyvat. V klasickém piipad¢ jde o vSechny
hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnout. V kvantovém piipadé musime
urcit spektrum Hamiltonova operatoru (naptiklad fesit Schrédingerovu rovnici).

2. Nalezneme parti¢ni funkci Z jako soucet tzv. Boltzmannovych faktorii e~ PE pfes cely
obor energetického spektra:

Z:Ze_ﬂE” ; resp. sze_ﬂEdF. (3.59)

Pravé tento krok mizZe byt velmi, velmi komplikovany. Casto se fe$i rtiznymi
grafickymi ¢i numerickymi metodami. Je tieba poscitat skutecné vsechny moznosti
a na zadnou nezapomenout.

3. Logaritmovéanim nalezneme volnou energii F:
F=—kT InZ. (3.60)

4. Ze znalosti volné energie ur¢ime entropii, tlak (stavovou rovnici) a chemicky
potencial systému podle vztahu (3.22):

s=_|9F __[oF _| oF
or ) P \av ) “T\ewn, )
5. Ur¢ime dal$i odvozené veli€iny, tj. vnitini energii a jeji derivace (napfiklad mérna
tepla, susceptibilitu, atd.). Vychozim bodem miize byt Gibbs Helmholtzova rovnice

(3.23) pro vypocet vnitini energie ze znamé volné energie.

U=F+TS=F-T or .
oT
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Vyznam partiéni sumy:
e Parti¢ni suma je souctem vSech Boltzmannovych faktort pfes mozné hodnoty energie

Z=Ze_ﬂE"; resp. sze_ﬂEdF.

e V kvantové teorii lze parti¢ni sumu zapsat takto:

2= PE, =Z<n|e_ﬁﬁ|n>:Tr(e_'B[:{].

Tr znamena stopu (soucet diagonalnich prvki v néjaké reprezentaci) funkce operatoru
uveden¢ho v zavorce. Vysledny vyraz je znam jako Slaterova rovnice. Je pojmenovana
podle vyznacného amerického fyzika Johna Clarka Slatera (1900-1976), ktery se zabyval
predevsim kvantovou teorii.

e Parti¢ni suma ma jednozna¢ny vztah k volné energii a mizeme ji urCit z experimental-
niho méfeni volné energie:
F=—kT mzZ = Z=e¢PF.
e Partiéni suma je prevracenou hodnotou normovaci konstanty v pravdépodobnostnim
rozdé€leni, sta¢i dosadit za F' z ptedchoziho vztahu:
_ 1 _ _ |
p(E)=eﬂ(F E)=Ee ﬂE; Wn(E)=e’B(F EIl):Ee BE,

e Parti¢ni suma je Laplaceovym obrazem hustoty energetickych stavi y(E):
Z= J.e_ﬂEdF= Ie_ﬁE;/(E)dE .
0 0

Naopak, zname-li particni sumu (naptiklad z experimentalniho zméteni volné energie),
dostaneme po provedeni inverzni Laplaceovy transformace hustotu energetickych stavii:
o+ioo

_ b BE
y(E)—zmo_jme Z(B)dp.

Nyni jiz vime vSe, co je tieba k zahdjeni a nékdy 1 k uspéSnému dokonceni statistického
vypoctu. V pristi kapitole se s timto postupem seznamime na jednoduchych ptikladech.
Piiklad 6: DokaZte, Ze kanonické rozdéleni ma maximum pii E, = <E >
Reseni: Uvazujme diskrétni kanonické rozdéleni

w,(B)=4eFn.

Z normovaci podminky nalezneme normovaci konstantu A4:
Z 1 e_/BEn
Ze BE " Ze BE
k k

vvvvv

Nyni najdeme podminku pro maximum vzhledem k parametru £

0
"m_0 = E=YEw = E,=(E).
op 7
Nejvice je v systému zastoupen stav odpovidajici stiedni hodnot¢ energie. .
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3.5. JEDNODUCHE PRIKLADY

3.5.1. Pravdépodobnostni rozdéleni ¢astice ve vnéjsSim poli

V tomto prvnim jednoduchém piikladu se zatim omezime jen na prozkoumani vlastnosti
hustoty pravdépodobnosti. Teprve v nasledujicim ptikladu provedeme kompletni statisticky
vypocet od zacatku do konce.

Budeme ptedpokladat, ze systém tvoii jedna jedind Castice ve vnéjSim potencidlnim poli
V(x,y,z). Souborem je mnoho takovychto castic. Fazovym prostorem bude n-tice soutadnic
a hybnosti (x,y,z, p,,p,,p.) . Energie systému ma tvar

2 2 2
Py + Py + D

E= +V(x,v,2).

Element pravdépodobnosti bude
dw=pdp=e"T D Bxd’p=Ke PEdxd’p.

Po dosazeni za energii ziskdvame vysledné pravdépodobnostni rozdéleni:

2 2 2
Py + Dy + D3

+V(x,y, Z)J dxd’p. (3.61)
2m

dw=Kexp —,B(

Vzhledem k vlastnostem exponencidlni funkce vidime, Ze vysledek lze napsat jako soucin
pravdépodobnosti pro soufadnice a pro hybnosti, tj. rozdéleni soufadnic a hybnosti je
nezavislé

dw = dw(x)dw(p) ;

2, .2, .2
+ p, +
dw=K, exp{—%}ﬁx x K, exp{—%] d3p

V ptipadé vhodného tvaru potencialni energie se muze rozdé¢leni rozpadnout dokonce i na
nasobky pravdépodobnosti v jednotlivych osach. Pro hybnosti to jde vzdy automaticky.

dw(p) = dw(p,) dw(p,) dw(p,) ;

2 2 2

p Py p
aw(p)=K, exp| - —= dp. x K_exp| — dp., x K_exp| ——"2—| dp..
®)=K, l{ 2ka} P Sy p[ 2ka} Py % Pz p{ 2ka} &

Konstanty rozdéleni miizeme snadno ur€it z normovaci podminky J-dw=1, kterd plati pro
kazdou ¢ast rozdéleni zvl1ast’.

Barometricka formule
Zabyvejme se nyni rozdélenim poloh ¢astic v tthovém poli V' =mgy . Hmotnost jedné ¢astice
je m, vyska nad povrchem y. Pravdépodobnost vyskytu ¢astice bude

dw(x,y,z)=K exp[—@} dxdydz .
kT
Je evidentni, ze pravdépodobnost vyskytu ¢astice nezavisi na soufadnicich x, z, pres které

muzeme integrovat a vysledek integrace zahrnout do normovaci konstanty. Zlstane jen
pravdépodobnost vyskytu ¢astice ve svislém sméru:

dw(y)=C exp[—%} dy. (3.62)
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Hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice dw/dy sleduje napiiklad koncentrace Castic nad
zemi:

kT

Jde o zndmou Boltzmannovu barometrickou formuli, kterd popisuje pokles poctu castic
s vyskou. S tim souvisi i pokles tlaku v atmosféte.

n(y)=ny exp{—@} . (3.63)

Priklad 7: Urcete hustotu plynu ve valci o poloméru R a délce L, ktery rotuje kolem své osy

uhlovou rychlosti w.
Reseni: Potencialni energie jedné rotujici ¢astice je zdporné vzata rotaéni energie

Jo? mrlw?
V(r)=-— =—
2 2
Z barometrické formule mame okamzité koncentraci ¢astic
m 1"26()2
n(r)=ngexp .
2kT

Boltzmanovo pravdépodobnostni rozdéleni

Zabyvejme se nyni rozdélenim jedné slozky hybnosti ¢i rychlosti. Pro konkrétnost uvazujme
projekci hybnosti ¢i rychlosti do osy x, mohli bychom vSak zvolit libovolnou osu:

2
DPx
d =Ke - d

Urc¢eme nejprve konstantu rozdéleni z normovaci podminky (integrace podle vztahu V4):
[awpo=1 =

+00 2
J'Kexp{—sz :ldple =

mkT

K\2zmkT =1 =
K =1/\27mkT .

Boltzmannovo rozdéleni v hybnostech ¢i rychlostech ma tedy charakter Gaussova baliku

» = exp(=x):
2
o } dp, ;

1
aw =—F—— €X
(Po)=F—m p{ kT

! (3.64)

2
I — exp{— mvx} dv, .
N27mmkT 2kT
Nejpravdépodobnéjsi projekei hybnosti nebo rychlosti je nulovd hodnota, to je dédno
chaotiénosti pohybu. Cim vyssi je teplota, tim vyssi je podil &astic s vysokymi rychlostmi.
Kladné 1 zaporné projekce jsou zastoupeny stejné, rozdéleni je symetrické. Plocha pod
rozdélenim je vzdy rovna jedné, tj. celkové pravdépodobnosti vyskytu ¢astice.

dw(v,) =
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Z’I_:)V T, T, >T,

Boltzmannovo rozdéleni Maxwellovo rozdéleni

Maxwellovo pravdépodobnostni rozdéleni
V tomto odstavci se budeme zabyvat rozdélenim velikosti celkové rychlosti Castice, tzv.
Maxwellovym rozdélenim. Nejprve napiSme rozdeleni ve vSech tfech rychlostech, které je
soucinem rozdéleni v jednotlivych osach:

3 m(vf+v§+v§)
dw(v) =dw(v,)dw( ,)dw(v,) = ——— exp| — dv_dv._ dv. .
() = (oY, (o) =ty exp o v, du,

Piejdeme-li v prostoru (x, y,z) k sférickym soufadnicim a ptes uhlové proménné integrujeme,
zustane jedind proménnd — vzdalenost od pocatku 7 a objemovy element bude dV = 4rcr? dr .
Nyni provedeme tutéZ operaci, ale v rychlostnim prostoru, tj. s osami oznacenymi (v,,0,,,0,

Vysledek je analogicky. Zustane velikost rychlosti v a objemovy element bude
dv,dv,dv, = 4rv*dv .

p Ao
NP AV A

Nyni jiz miZzeme snadno napsat rozdé¢leni ve velikostech rychlosti (Maxwellovo rozdéleni)

drm’ mv?
! dw(v)= —— v exp| ——— | dv. (3.65)
QrmkT)*"? 2kT

Jde o funkci typu y = x? exp[— xz]. Pravdépodobnost nalézt ¢astici s konkrétni rychlosti ma

maximum zavislé na teploté. Je malo pravdépodobné nalézt Castici s nizkou 1 s vysokou
rychlosti. U vysokych rychlosti pravdépodobnost nalezeni ¢éstice s touto rychlosti
exponencialné klesa. Castice s vysokymi rychlostmi z chvostu Maxwellova rozd&leni mohou
mit Unikovou rychlost od Zemé a zemskd atmosféra je ztraci. Prohlédnéte si hustotu
pravdépodobnosti dw/dv na obrazku. dw

Typické rychlosti dv

Ze znalosti rozdéleni miZeme snadno urcit
nejpravdépodobnéjsi hodnotu rychlosti (pfi ni ma
rozdéleni maximum), stfedni hodnotu rychlosti (déli L] ]
plochu pod ktivkou rozdéleni na dvé stejné U Y Uy
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poloviny) a stiedni kvadratickou rychlost (ta je dilezitd pro urceni stfednich kvadratickych
fluktuaci, kterym budeme vénovat samostatnou kapitolu). Nejpravdépodobnéjsi rychlost
ur¢ime jako maximum hustoty pravdépodobnosti:

d muv? 2kT
—viexpl——— | =0 = Vg =4[— -
dv 2kT m

Stiedni hodnotu rychlosti spo¢teme z definice, ktera vede na integral typu (V3):

< drm® T 3 mv? 8kT
v, =(U)=|vdw(v)=—= |V exp| ——— dvz‘/—.
s < > ,[ W( ) (27[ka)3/2 _([ p|: 2kT:| m

0

Stfedni kvadraticka hodnota vede na jednoduchy integral typu (V2):

0 3 0 2
2 2 drm 4 muv 3kT
Uy, = (U7 ) = vidwlv)= | ———— | v - dv =,|—.
& V< > J{ o) \/(27rka)3/2'£ eXp[ 2kT} \ m

VSechny tfi charakteristické rychlosti se li§i nepatrné a jsou fadove shodné:

| 0y = /27” .y = /i—’j L= /%‘T (3.66)

S rostouci teplotou se hodnota stfedni rychlosti ¢astic zvySuje.

3.5.2. Idealni plyn

Nyni poprvé provedeme kompletni statisticky vypocet podle postupu uvedenému v kapitole
3.4.3. Systémem bude N stejnych klasickych Castic, které neinteraguji ani vzajemné, ani
s okolim (potencialni energie je nulova). Souborem by bylo mnoho téchto systému (systémem
je naptiklad celd nddoba naplnénd plynem, soubor je mnoho téchto nddob). Rozhodli jsme se
tedy popisovat nadobu jako celek, to nam umozni naptiklad zjistit tlak v této nadobé¢.
Postupujme nyni ptesn¢ podle dfive uvedeného schématu:

1. energetické spektrum. Energie systému mize nabyvat libovolné kladné hodnoty a je ddna
pouze souctem kinetickych energii v§ech Castic:

N pz
E=) -,
o 2m

2. parti¢ni funkce. Nalezneme parti¢ni funkci jako soucet vSech Boltzmannovych faktort:

N 2 3N 3N
= 2mkT | anyY

1 N S p; 3N
L=———75 V" |exp|— —4—1d ,
Qrh)y*N -[ U2 2mkT P

a=1
3N

! yN OJ? exp{— 52 } dé _ yN (\/27rka)3N.

~@anyN 2mkT ~ @an?Y

kde jsme rozepsali do slozek jednotlivé hybnosti, 3N souctll v argumentu exponenciely jsme
prevedli na soucin exponenciel. Integral se tak stal sou¢inem 3N stejnych integralt Gaussova
typu (V4). Vysledna parti¢ni suma tedy je

Z(T,V,N)y=a™ vNT3N'2 ; a=2rmky? 1Q2xn)’ . (3.67)
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3. Volna energie. Volnou energii snadno ur¢ime ze vztahu (3.60):
F(T,V,N)=—kT'InZ = —Nlen(a VT3/2) .

4. Termodynamické veli¢iny. UrCime nyni entropii a tlak (stavovou rovnici) jako parcialni
derivace (3.22) volné energie. Chemicky potencidl je vzhledem ke konstantnimu poctu ¢astic
nepotiebny.

s--|°F =%+Nkln(aVT3/2)
or ) 2

_ () war
P="\ar "y

V entropii automaticky vysSla jeji integrani konstanta Sy =3Nk/2 , kterd je hodnotou
entropie pii teplot¢ absolutni nuly (jeji hodnota je mimo jiné pfedmétem tieti véty
termodynamické, o které jsme se zde nezminovali). Entropie zavisi prostfednictvim
koeficientu a na Planckové konstanté. To je proto, Ze Planckova konstanta urcuje velikost
jednoho stavu ve fazovém prostoru a entropie jako statistickd veli¢ina souvisi
s pravdépodobnosti vyskytu urcitého stavu. Entropii budeme vénovat samostatnou kapitolu
pozd¢ji. PovSimnéte si, ze velikost entropie je umérna poctu Castic. To je logické, jde
o tepelnou energii vynasobenou integraénim faktorem a energie je v poctu Castic aditivni.

Druhy odvozeny vztah je stavovou rovnici idedlniho plynu ( pV = NkT) a na Planckové
konstanté samoziejmé nemtize zaviset. Jde o klasické vlastnosti klasického plynu.

5. Vnitini energie. Vnitini energii bychom mohli ur€it pfimou integraci z definice
U= <E > = J-E dw, ale rychlejsi je vyuzit definici volné energie F =U —T5S :

U=F+TS=—NkT1n<a VT3/2)+ ¥+Nlen(aVT3/2)=%NkT.

Vnitini energie opét nezavisi na Planckove konstanté, povSimnéte si, ze kazdy stupen volnosti
systému pfispiva k vnitini energii hodnotou k7/2. Toto tvrzeni je zndmo jako ekviparticni
teorém.

Na zavér vypisme odvozené vztahy pro idealni plyn:

Z=avNpIN/2 .
rzh)*N

F:—Nlen(a VT3/2),

! S=¥+Nkln(aVT3/2) : (3.68)
_ NkT
p=—
U=2 NKT |
2

Poznamka: Zpravidla se vypocCet particni sumy provadi jen pro systém s jednou jedinou C&astici.
Partiéni sumu jedné €astice oznaCujeme malym pismenem z. Jak je z vypoctu vidét, budeme-li mit N
nezavislych ¢astic, bude celkova particni suma soucinem integrald particnich sum jednotlivych €astic.
Pro identické nekvantové Castice proto plati

Z=z2y..2y =2" (3.69)
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Particni suma je multiplikativni v poltu Castic, volna energie, entropie, tlak a vnitfni energie jsou
aditivni veli€iny.

3.5.3. Klasicky oscilator

Termodynamické veli€iny
Za systém budeme nyni povazovat soustavu N stejnych nezavislych oscilator. Oznacme ¢
energii jednoho oscilatoru a z particni sumu jednoho oscilatoru. Ureme tyto veli¢iny:

2
5=lma)2x2+p— .
2 2m
2.2 2
Z:Iexp _mao°x” p dxdp
2kT 2mkT | 27h

1 [ 7 ma® x* ° p2 27rkT
=L [exp| =22 || [ exp|-—2—|d LamkT =
: 27zh“0 Xp[ 24T }x]uo Xp[ 2mkT |V | 22m

N
hiow ho

PovSimnéte si, ze particni suma je bezrozmérna, je podilem tepelné energie a energie
elementarniho kvanta energie oscildtoru. Vahovy prostor ndm opét zanese Planckovu
konstantu i do nekvantového vypoctu. V klasickych veli¢inach Planckova konstanta
ptirozenym zpusobem vymizi. Déle jiZ jen ur¢ime jednotlivé termodynamické veliciny:

F=—kTIhZ=- Nlenk—T ,
hao

S:—a—F—Nkl lk—T ,
oT ho

U=F+TS=NkT .

Parti¢ni suma je opét multiplikativni v potu ¢astic, ostatni veliiny jsou aditivni. ZapiSme
znovu prehledné dosazené vysledky pro klasicky oscilator

N

! Z:(k—Tj ; F = Nlenk—T; S= Nk[1+lnk—T} U=NkT. (3.70)
ho ho ho

Pravdépodobnostni rozdéleni

NapiSme na zavér jesté pravdépodobnostni rozdéleni v polohach a hybnostech klasického

oscilatoru s uréenymi normovacimi konstantami (normovaci konstanty jsou pievracenou

hodnotou odpovidajici ¢asti particni sumy:

2 2.2
dw(x) = |9 exp{—mwx }z’x,

2rwkT 2kT
(3.71)

1 p2
d = - dp .
w(p) 2emkT exp{ 2ka} P

Ob¢ rozdeleni maji charakter Gaussova baliku a v principu jsou u souboru mnoha oscilatori
pii dané teploté mozné i velmi velké vychylky z rovnovazné polohy a velké hybnosti. Jsou
ale velmi nepravdépodobné.
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3.6. DALSI PRIKLADY

3.6.1. Kvantovy oscilator (vibrator) ‘ -

Termodynamické veli€iny
Problém jednoho harmonického oscilatoru je definovan vztahy (2.41)
' AP 242
H|n>:En|n>; H=— + — mo™X" .
2m 2

Energetické spektrum harmonického oscilatoru (2.52) jsme odvodili v druhém dilu sylabu
nékolika zplsoby (Schrédingerova, Diracova, Heisenbergova reprezentace):

1 _ g2
E, =(n+5jha), n) = v, (&) =a,H,(&)e %, n=0,1,2,...
Nezavisla proménna a normovaci koeficienty jsou dany vztahy
£= 72 &, a, = S
h 72 pt 2"

Nyni jiz mizeme pftistoupit k vypoctu parti¢ni funkce, nejprve pro jeden oscilator
1 n
& (n+)ho ho | < nhe ho | < hiw
2
z= ) exp|——=—|=exp| —— exp| ——— |=exp| ——— exp| ———
Eb P kT P 2kT ,,Z::() p[ kT } P 2kT HZ:‘Z) p( kT]

Zbyla tada je geometricka fada, kterou lze snadno secist podle (V7), exponentem je kvantové
¢islo n:

_ho
o 24T 1 1
T e T e e ho |
l—e KT o 2KT _ o 2kT 2sh(2ij

Pro N nezavislych oscilatort je parti¢ni funkce pfisluSnou mocninou,

Z=2"Ngh™V (h_a)j
2kT

Nyni nalezneme standardnim postupem volnou energii, entropii a vnitini energii systému:

F=—kTnZ=NkT In 2sh(h—wj ;
2T

s=—F __Nim|2en[ 22| ¢ M@ oy T
T 24T

P 2T 24T
UzF 475 V0 10
2 2kT

Shriime dosazené vysledky (misto teploty pouzijeme koeficient f):

Z= 2NN (ﬂha)/Z) ;

F = NkT In[ 2sh(pheo/2)] ;

S= — NkIn[2sh(phe/2)]| + Nphocth (fhol2) ;
Nhow

(3.72)

U= cth (Bho/2) .
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Posledni vztah pro vnitini energii odvodil Albert Einstein v roce 1906. Naleznéme stfedni
energii soustavy harmonickych oscilatora v limité nizkych a vysokych teplot:

Nhow ho

)T —0: U = lim cth (fhw/2)=N—.
T—0 2
2) kT > heo: U= hphorn > N2 nir

2 pho

Piipad nizkych teplot je ryze kvantovy. Pii absolutni nule jsou vSechny oscilatory
v zédkladnim stavu a vnitini energie je rovna poctu oscilator krat energie zdkladniho stavu.
Pti vysokych teplotach jde naopak o ryze klasicky ptipad. Stfedni tepelnd energie je podstatné
vetsi nez zékladni energetické kvantum a vnitini energie je déna klasickym vztahem (3.70).

Teplota, pii které je stiedni tepelna energie rovna vibraénimu kvantu (argument exponenciel
je roven jedné, hw = kT ) se nazyva vibracni teplota, oznacujeme ji Ty. Limita nizkych teplot
znamend T < T, limita vysokych teplot znamena 7" >> 7}, . Pro vibra¢ni teplotu mame vztah
_ho
k

Pro rtizné¢ kvantové vibratory (napiiklad vibrujici molekuly ¢i krystalovou miiz) jde
o charakteristickou veli¢inu. Napftiklad pro molekulu dusiku je vibracni teplota 3 340 K.

! T (3.73)

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené prab&hy wvnitini energie a tepelné
kapacity. Pfi nizkych teplotdch je vnitini energie ddna nulovymi kmity ( NAw/2), pfi
vysokych teplotdch je linedrni funkci teploty. K pfechodu mezi obéma pribéhy dochazi
v okoli vibra¢ni teploty. Pii nizkych teplotach vibra¢ni stupné volnosti nepfispivaji
k mémému teplu. Rikame, Ze pfi teplotich vyrazné niZ8ich, neZ je vibraéni teplota, jsou
vibracni stupné volnosti ,,zamrzlé. Pti vysokych teplotach ptispivaji vibra¢ni stupné volnosti
k mérnému teplu konstantni hodnotou.

U C
g\’:‘ Nk t---=-=-=-=-=-=-=--=--=
Nhw/2
T T
T<T, Iy T>T, T<<T, Iy T>T1,

Kazdy vibra¢ni stupen volnosti piidava pii vysokych teplotach k tepelné kapacité systému
hodnotu k. Tento vztah v krystalech experimentalné objevili francouzsti chemici Pierre Louis
Dulong (1785-1838) a Alexis Thérése Petit (1791-1820) v roce 1819. Boltzmannovu
konstantu mizeme interpretovat jako tepelnou kapacitu jednoho harmonického oscilatoru.

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v daném energetickém stavu
Pravdépodobnost je dana Boltzmannovym faktorem

w,=C exp[——(n +]1€/;)ha)} .

Normovaci konstantu ur¢ime bud’ z podminky, Ze soucet vSech pravdépodobnosti je roven
jedné, nebo si uvédomime, Ze jde o pievracenou hodnotu particni sumy. Vysledny vztah je:

! w, =2sh [@j e Alntl/Dhe (3.74)

Opét proved’'me rozbor v limité nizkych a vysokych teplot:
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1 =0
D) T<Ty: w, = lim ZSh(fkﬁ"jexp(_Mj _ { pro n .

T—0 kT 0 pron#0
N T>T,:  w =2sh| 12 |exp[ HVDROY o, ho, ho
2T kT UT AT

Prvni pfipad je opét ryze kvantovy a vidime, ze pifi absolutni nule je obsazen jen zakladni
energeticky stav. Druhy pfipad je naopak klasicky. Pii vysoké teploté jsou vSechny stavy
zastoupeny rovnomerne.

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v dané poloze

Vypocet hustoty pravdépodobnosti 1ze provést bud’ pfimo nebo pomoci triku, na ktery ptisel
americky jaderny fyzik Felix Bloch (1905-1983). Pfimy vypocet by se vedl takto:

P0) = (x] A1) = (x]e™ " |x) = (x| m) (] " [ m) (m].x) = 3 s i = S0 vy

Za vinové funkce se dosadi ptislusné Hermitovy polynomy a za pravdépodobnosti rozdéleni

v energetické reprezentaci (3.74). Je tfeba ,jen™ seCist piislusnou tfadu Hermitovych

polynomu. Nepiimé odvozeni Blochovym trikem vyuZije plsobeni operatori pp a xp

v x reprezentaci a v Heisenbergoveé maticové reprezentaci:

-pH
PH1x) = v Bywi =
n,k

=Y iN2mhao (\/k+1 YWk — \/E'//k—ll//k)wk =
k=0

dp .
122 < (] )= (] e

=iN2mh@ Y Nk+1 (W =W )Wy =
k=0
=i2mho (1-¢") 3. e+ Twe vy
k=0

Pti vypoctu jsme pouzili maticového rozpisu operatoru hybnosti podle kapitoly (2.4.3). Zcela
analogicky budeme hledat pusobeni operatoru xp :

= (x|2p|x) = (x| e 7 %) = Y yw Xopws =
n,k
—Z (\/k+ Vi + ki Wk)Wk—
—a) z \/m(wk + Wit )Wk Wi =
k=0

h 3 (e 0]
:‘/2—(1‘}‘6 ﬂhw)Z\/k+1Wkl//k+ll//k
k=0

ma

Plisobeni obou dvou operatorii vede na tutéz fadu. V tom prave tkvi genialni Blochiv trik.
Vydélenim obou ziskanych rovnosti se zbavime nepiijemné fady a ziskdme jednoduchou
rovnici
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—ihi]’j iN2mho (l—e_ﬂh”)
xp 2:;0(“6—&@) ’

ktera vede na diferencialni rovnici v separovaném tvaru

d—p:— 2ma th(ﬂha)jxdx.
Yo h 2

Reseni je snadné, integracni konstantu ur¢ime jako vzdy z normovaci podminky:

A 2 mao ho
! x)=,|—exp|—Ax" |; A(T)y=—th| — | . 3.75
px)= |~ exp| x| (1)=" (M] (3.75)
Tuto, dnes slavnou, Blochovu formuli odvodil F. Bloch vroce 1932. Formule ma velky
vyznam v teorii kmitl krystalové miize. Odvod’'me, tak jako v minulych piipadech, limitu pii
nizkych a vysokych teplotach:

2
D) T<Ty: p(x)—> m—wexp _nox =l//g(x).
7h /]
2 2.2
mao mo” x
DNT>T,: x)— exp| — .
) T=>Ty POY =\t 1{ 24T }

Prvni pifipad odpovidd opét ryze kvantovému fteSeni, jde o hustotu pravdépodobnosti
oscilatoru v zakladnim kvantovém stavu. Ptipad vysokych teplot dava klasicky vysledek
(3.71).

Pfiklad 8: Urcete vibra¢ni teplotu pro dvojici atomil, jejichz interakce je popsana Morseovym

2 2
potencialem V(r) =V, (1 —e @ (r) )

Reseni: Nejprve uré¢ime tuhost oscilaci pfi malych vychylkich z rovnovazné polohy (1.37)
jako druhou derivaci potencidlni energie v minimu, z tuhosti oscilatoru urc¢ime frekvenci:

V'rg)  |2a%,
m m '

Nyni jiz snadno odvodim vibraéni teplotu:
ho ha |2V
TV =" — —_—
k k m

Z charakteristického pritbéhu potencidlni energie 1ze snadno urcit vibracni teplotu. .

3.6.2. Kvantovy rotator

Prozkoumejme nyni vlastnosti rotujici castice s nenulovym
momentem hybnosti L a nenulovym momentem setrvacnosti J.
Muze jit naptfiklad o rotujici dvouatomovou molekulu nebo
n¢jaky podobny systém. Nejprve odvodime parti¢ni sumu pro .
systém tvoreny jedinou molekulou. Standardni transla¢ni vztah
p*/2m u rotaénich pohybu prejde v L*/2J:

2 2
LMD g0,
2 2
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Vyuzili jsme vztah (2.65) pro kvantovani velikosti momentu hybnosti. Nesmime zapomenout,
ze kazdy takovy energeticky stav je degenerovan, vyskytuje se 2/+1 krat, jednotlivé stavy se
stejnou energii se li§i magnetickym kvantovym ¢islem m=—-1,-1+1,...,0,...,/—1,1. Proto
v parti¢ni sume musime kazdy Boltzmanntiv faktor vzit v ivahu tolikrat, kolikrat je dany stav

degenerovan:
i I(+DR* | & (1 + Di?
- exp| ————— =Y (2l +1)exp| ————— | .
- E)g, p{ 2Jkr} E)( ) 1{ 2J kT

Poprvé se setkdvame s fadou, kterd neni analyticky feSitelnd. Tuto fadu mizeme secist jen
numericky nebo v limité nizkych ¢i vysokych teplot. Oblast nizkych a vysokych teplot je
dana argumentem exponenciely. Je-li argument roven jedné, dostdvame charakteristickou

teplotu, pifi niZ je tepelnd energie rovna rotaéni energii. Vyjdeme-li ze vztahu n? ~2J kT,
dostaneme pro tzv. rotacni teplotu vztah

72
C2kJ

Rotac¢ni teplota je pro dany systém, podobné jako vibra¢ni teplota, zcela charakteristickou
veli¢inou. Hodnoty rota¢nich a vibra¢nich teplot nékterych plynt naleznete v tabulce:

Ty (3.76)

Plyn Rotacni teplota Vibraéni teplota

N, 3K 3340 K

(0)3 2K 2230 K

H, 85K 6100 K
HCI 15K 4140 K
HCN 30K 1500 K

Nyni se pokusime secist fadu pro particni sumu alespon v limité nizkych a vysokych teplot.
1) T <« T . Pii nizkych teplotach exponenciely v fad€ s rostoucim / prudce klesaji, ¢leny fady

velmi rychle konverguji, a proto staci vzit v ivahu prvni dva ¢leny fady:

72
z=1+3exp|—
J kT

} = 1+3exp(-2T3/T).

Standardnim postupem ur¢ime termodynamické veliiny v limité nizkych teplot:
Z=[1+3exp(-213/7)]",
F=-kT'InZ=-NkTIn[1+3exp(-2T3/T)],

T, exp(—2T3/T)
T 1+3exp(-2T3/T)’

OF
S :—a—T:Nkln[l+3exp(—2TR /T)]+6Nk

exp(—2T3 /T)
1+ 3exp(-2T3 /T)

U=F+TS=6NkTy ~ 6NkTzexp(—2T;/T).

2) T > T . Pii vysokych T je obsazeno mnoho stavti s velkym / a sumu nahradime integraci:

> (+nn* | % x(x+1)7?
= Y @l +)exp| ———2—| » [@x+D)exp| - |dx
: Z‘)( ) p{ 2JkT} g( ) p{ 2J kT

V integralu provedeme substituci & =x(x+1):
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0 2
z = jexp{— f §:|d§ = 2JkT = xr .
0

2J kT W’ Tk
Standardnim postupem uré¢ime termodynamické velic¢iny v limité vysokych teplot:
7= (TITR)"
F=—-kTnZ=-NkTIn(T/Ty) ,

OF
S:—E:Nk[l+ln(T/TR)] :
U=F+TS=NkT .

Jak jsme mohli oCekavat, dostavame v limité vysokych teplot klasické vysledky. SepiSme na
zavér vysledky v limité nizkych i1 vysokych teplot do ptehledné tabulky:

T < Ty I'>Ty
Z=[1+3exp(-2T4/T)]" Z=(T/1R)"
F=-3NkTexp(~2T,/T) F=-NkTIn(T/Ty) (3.77)

S=3Nkexp(—2TR/T)+6NkT7ReXp(—2TR/T) S=Nk[1+1n(T/TR):|

U=6NkTyexp(—2T3/T) U=NkT

Situace je obdobna jako u oscilatoru. Do rotacni teploty neni systém schopen absorbovat
teplo. Jeho stupné volnosti jsou ,,zamrzIlé. Nad rotacni teplotou piispiva k tepelné kapacité
kazdy rotator hodnotou Boltzmannovy konstanty.

U C
$\£‘ Nk Ao e
r T
Tr T>>]I“e Ty T>>7]3

U dvouatomarnich molekul jsou rota¢ni teploty podstatné nizs§i nez vibracni. Pti postupném
zahifivani plynu se nejprve uvolni rota¢ni stupné volnosti a teprve pozdé¢ji vibracni stupné
volnosti.

Piiklad 9: Urcete nejpravdépodobnéjsi rotacni kvantové Cislo pro kvantovy rotator (stav
s nejvyssim zastoupenim).
Reseni: Pravdépodobnost, ze se systém nachazi ve stavu s vedlej§im kvantovym ¢islem / je

I +nn°

w; =A21+1)ex
1 =A( ) Plz ST kT

:I = A(21+1)exp{—l(1+l)T7R} .

Pii nizkych teplotdch systém nerotuje, pravdépodobnost je témét nulova. Pfi vysokych
teplotach nalezneme standardnim postupem maximum (s proménnou / budeme zachazet jako
se spojitou proménnou):

an T 1 T
) A U
ol 2T, 2\ 2T
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Z vypocteného vztahu mizeme zjistit typicka vedlejsi kvantova ¢isla rotujicich molekul pfi

i rot

dané teploté.

3.6.3. Dvouatomarni plyn

UvaZujme nyni systém slozeny z N dvouatomovych molekul
s rozliSitelnymi atomy (jinak bychom se museli zabyvat
symetrii vinovych funkci). Tak se chova fada plyni. Energie
jedné molekuly bude slozena z translacni energie, vibracni
energie, rotani energie a energie dalSich (naptiklad
jadernych) stupni volnosti. Parti¢ni suma pro jednu molekulu
bude soucinem parti¢nich sum jednotlivych stupiiii volnosti
a termodynamické velic¢iny budou souctem odpovidajicich ¢lenti:

’Y

vibr

l rot

E=&y + & T &t T Epyer +0 -
P&, e, +E e - pe - Pe.. _
Z:Ze ﬂ( tr vib rot ):J.e ﬂ trd]",ze ﬂ vib ,Ze ﬂgrol = ZpZyih Zpor

Celkova parti¢ni suma pro N ¢astic potom bude:

77NN N |
=Zy tZyip " Zyot

Zakladni termodynamické veli¢iny jsou podle své definice aditivni a bude pro né platit
F:—lenZ:Er +Fvibr +Frot +oee
oF
S:_EZSW +Syipr T Spor T
U=F+TS=U, +U, +U,, +-

vibr rot ’

ou
Cr=| =~ | =G +Cipp +Crpp +-+
or ),

Zkoumejme nyni ptispévek k tepelné kapacité jednotlivych stupniii volnosti:

Translaéni stupné volnosti

Ug=2mer = =~ || 2 2¢
2 N\or ), 2

Translaéni stupné volnosti prispivaji k mérné tepelné kapacité plynu (tepelnd kapacita
vztazend na pocet ¢astic) konstantni hodnotou.
Vibraéni stupné volnosti

U~=thcth(hwj = =1 |X :k(h—wfsh_z(h—wj
) 2kT N\er ), "\2kr 2kT )

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené pribéhy. Pii nizkych teplotach je
vnitini energie dana nulovymi kmity ( Naw/2), pti vysokych teplotach je linearni funkci
teploty. K pfechodu mezi obéma pribéhy dochéazi v okoli vibracni teploty. Pii nizkych
teplotach vibracni stupné volnosti nepfispivaji k mérmému teplu. Rikdme, ze pfi teplotach
vyrazné niz$ich, nez je vibraéni teplota jsou vibra¢ni stupné volnosti ,,zamrzIlé. Pti vysokych
teplotach pfispivaji vibracni stupné volnosti k mérnému teplu konstantni hodnotou.
Provedeme-li limity malych a velkych teplot, dostaneme:

T'<Ty = U=Nhw/2, C=0; c=0;

T>Ty = U = NkT C=Nk, c=k .
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Kazdy vibra¢ni stupeii volnosti ptfidava pii vysokych teplotach k tepelné kapacité plynu
hodnotu %. Boltzmannovu konstantu miizeme interpretovat jako tepelnou kapacitu jedné
vibrujici molekuly.

Rotaéni stupné volnosti

Pro rotacni stupné volnosti nezndme analyticky prab¢h vnitini energie a tepelné kapacity pfi
konstantnim objemu. Zname ale hodnoty v limité nizkych a vysokych teplot vzhledem
k rotacni teploté, viz (3.77):

T<Ty = U=6NkTyexp(2Ix /T), C=0; c=0;
T>1Ty = U=NkT, C=Nk, c=k .
Vidime, Ze rotacni stavy pfispivaji k mérnému teplu stejnym zptisobem jako vibracni stavy,
ptispévek se projevi pii teplotach vysSich nez je rotaéni teplota. Pfi teplotach nizSich jsou
rotacni stavy opét ,,zamrzlé*. Kazdy rotacni stav prispéje k tepelné kapacité opét hodnotou

Boltzmannovy konstanty.

Vysledny prubéh mérné tepelné kapacity ma schodovity charakter:
C

Tr T, T
Pii zvySovani teploty piibyvaji dalsi a dalsi stupné volnosti, kazdy ,,rozmrzly* stupen volnosti
ptispéje k mérné tepelné kapacité¢ hodnotou k. Translaéni stupné pfispivaji k mérné tepelné
kapacité nezavisle na teploté hodnotou 4/2.

Poznamka: U kyanu HCN odpovida pfechod mezi druhou a prvni rotaéni hladinou vinové délce 1.3
mm, coz koresponduje s vinovym maximem reliktniho zareni. Pravé relikini zafeni proto zplsobuje
rotacni excitace mezihvézdného kyanu.

3.6.4. Anharmonicky oscilator

Velmi zajimavé situace nastane, pokud v Taylorové rozvoji potencidlni energie v okoli
minima je dulezity i tfeti (asymetrie minima) nebo dokonce ctvrty Clen. Nyni jiZz nejde
o harmonické oscilace, ale o anharmonicky oscilator s energii ve tvaru
P2 mo’x* 3 4
E:%+—+a3x +aux”. (3.78)

Za predpokladu vysoké teploty (kg7 > i w) miZzeme pocitat klasickou parti¢ni sumu pro N

nezavislych oscilatori. Za nizké teploty by se problém musel feSit kvantové. Pro jeden
oscilator mame:

2.2 3 4

2
sz-e[_ﬁE]—dpdx =—1 IeXp LMo X | 4T d4X dpdx =
2ah 2rh 2mkgT  2kgl kgl kgl

l2 k T 2 2 3 4
wm B J' |: :|exp|:_a3x _a4x dx

kT keT — kgT

(3.79)
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Je tfeba poznamenat, ze jakkoli maly anharmonicky clen tfettho fddu vede k nekon-
vergentnimu integralu (3.79). Konvergenci zajiStuje pfitomnost ¢lenu 4. fadu s a4 > 0. Nyni
budeme predpokladat, ze anharmonické ¢leny jsou malé ve srovndni s harmonickym
a provedeme rozvoj druhé exponenciely do druhého fadu v argumentu:

\/2”ka j {mwzxz:l(l_a3x3_a4x4 ! (a3x3+a4x4)2]dx.

+
2kgT kgT kgl 2k3T?

Jde o soucet Gaussovych integrala s riiznymi mocninami x nasobicimi zakladni exponencielu.
Integraly s lichymi mocninami jsou nulové, ponechdame sudé do Sestého fadu v x:

lz k T+°0 2.2 4 2.6
2 NMTBT _[ exp| — MO XN daX B gy
27h -

2kgT kT~ 2kiT?

Po trividlnim vypoctu za pomoci vztahu (V2), nebo v Mathlabu, Mathematice, atp. dostaneme

./2;zka /27sz [1 3a4kBT 15a32kBT+m]:kBT_3a4k§T2+£a32k§T2+m
ma)

2 mw® hao hm’ew® 2 hmlo’

N

2mp2 2:2m2

7~ kBT_3a4kBT +£Cl3kBT . (3 80)
e T amte® 2 mmle’ .

Nyni ur¢ime standardnim zptisobem termodynamické veli¢iny

22 2722
=—kT1nZ=—Nlen(kBT—3a4k Ty +Ea3k Ty +J (3.81)

ho e’ 2 hmle’

askpT azkyT
1— 4B 1 3%"B
5= oy kol _jagk’T3 15a3kT2 ) 6 5 g 155 6t
or ho  mm’e’ 2 hm'e’ akT 15a2k T
-3 B =3B
2 4 2 m3 6
2
1- 64kl saikel )
U=F+TS =Nkl —— M@ m’e ~ NkT| 1-3%4ksl 15 a3kgl |
1_3a4kBT+1£a§kBT mo* 2 me®
m’o* 2 me®

oU 2( 1545 6a,

Vidime, ze anharmoni¢nost vibraci v krystalech nebo molekuldch vede k naruseni Dulongova
Petitova zdkona. V tepelné kapacité se objevuje linedrni a piipadné i1 kvadraticky c¢len
v teploté.

Poznamenejme, ze pokud polozime ¢tvrtou mocninu x v rozvoji energie (3.78) pfesné rovnou
nule, nebude integral (3.79) konvergovat a systém bude nestabilni, pii rostouci vychylce
z rovnovahy ptijde potencidlni energie k nekone¢né hodnot¢. Pokud budeme predpokladat, ze
¢tvrtd mocnina x v rozvoji je byt jen velmi mald, zajistime konvergenci integralu i stabilitu
zkoumaného systému.
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3.6.5. Dvouhladinovy systém

Naleznéme chovani kvantového systému s dvéma blizkymi
energetickymi hladinami £y =0 a &, = ¢ s degeneracnimi faktory T

2o a gi. Partiéni suma pro jednu castici bude mit jen dva ¢leny

z=go + gexp(-pfe).

Nyni budeme postupovat standardné:
N
Z= [go +g exp(—ﬂg)] :
F=-kTnZ=-NkT'In| g+ g exp(-f¢) |,

__8_F= B Nekp . _8&0
S= T Nk ln[g0+glexp( ﬂg)}+ [1+gexp(ﬂ8)] ; g= g s
U=F+TS = Ne :

[1+ g exp(pBe)]
¢, = U _ ngper Pl (o)
or [1+gexp (ﬂg)]2
2
cV=C—]\’//=gk52 B~ exp(Be) .
[1+ g exp(pe)]

Dostali jsme velmi znamy vztah pro piispévek dvouhladinového systému k mérnému teplu.
Prispévek konverguje k nule v oblasti nizkych i vysokych teplot. To znamena, Ze existuje
teplota, pfi které je pfispévek k mérnému teplu maximalni. Maximum je mozné urcit
numericky, pro g = 1 vychazi cpax ~ 0,34 k.

CV/ Crmax

1 |
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3.7. GRANDKANONICKY SOUBOR

3.7.1. Odvozeni rozdéleni

Na rozdil od kanonického rozdéleni pfipoustime u grandkano- N, E" S
nického rozd€leni vyménu castic s okolim. Ostatni | y g & _—-——_ _
predpoklady jsou stejné jako u kanonického rozdéleni. Systém e {\
samoziejm¢ muze s okolim vymeénovat energii, zanedbame Y

povrchové jevy a jedinym vnéj§im parametrem systému bude \!\
prozatim objem. Opét ptredpokladdme platnost Liouvillova
teorému. Prvni vétu termodynamickou budeme psat ve
standardnim tvaru (pro jednoduchost uvazujeme jeden druh ¢astic):

dU=TdS - pdV + udN (3.82)
Vzhledem k tomu, ze N ve statistice znamend okamzity pocet Castic v systému, musime
sttedni pocCet v prvni vét€ oznaCit symbolem s pruhem. Pravdépodobnostni rozdé€leni
v diskrétnim, resp. spojitém piipad€ oznacime
Wy =Wy (E):  tesp. py = py(E) . (3.83)
Index n Ccisluje kvantové stavy systému, index N pocet ¢astic v systému. Pozadujeme
aditivnost v energii a poctu ¢astic systému a jeho okoli:
E=E+E, Nyt =N+ N'. (3.84)
Podobn¢ jako v kanonickém pfipadé pozadujeme nezavislost (multiplikativnost)
pravdépodobnostnich rozdéleni systému a okoli:

Resenim je jeding exponencialni funkce typu
ci+crE nv+ces N -
oy =e 1 TN FAN _a=BEy 7N (3.86)

Konstanty linearni kombinace jsme oznacili o, — £, ¥ a ur€ime je v nésledujici kapitole.

3.7.2. Konstanty rozdéleni

Pti urceni konstant budeme postupovat obdobné jako u kanonického rozdé€leni, tj. porovname
diferencial vnitini energie s termodynamickym vztahem. Postup je pon€kud pracny a student,
kterého to nezajima, si miize precist vysledek na konci této kapitoly. V principu pro ureni tii
konstant musime vyuzit tfi rovnice: jde o normovani pravdépodobnosti, sttedovani energie
a sttedovani poctu ¢astic (posledni rovnice nebyla tieba u kanonického rozdéleni). Problém
mizeme fesit jak diskrétné, tak spojité (v levém sloupci naleznete diskrétni vztahy, v pravém
spojité analogie):

> Wy =1, Y[ pnEydry =1,

n,N N

> Eywuy =U Y [Epy(EYATy =U, (3.87)
n,N N

> Nwy =N. YN |[py(EYdTy=N.

n,N N

I ve spojitém piipadé musime scitat pies vSechny mozné pocty castic. Odvozeni budeme
provadét v diskrétnim ptipad¢é. Podobné jako u kanonického rozdé€leni nejprve nalezneme
diferencial vnitini energie:
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dU=d Y E,n(Nwy =Y, O gy 1 9wy gy Wy | + D Eny dWay -
n,N n,N v ON n,N

Derivaci energie podle objemu budeme opét interpretovat jako parcialni tlak, zména energie
s poctem castic je parcialni chemicky potencial, v poslednim ¢lenu vyjadiime E,y z rozdéleni
(3.86):

dU = Z(_pnNWnNdV) + Z(/’lnN WnNdN) + Z(g‘i‘lN_lanandeN-
n,N n,N n,N ﬂ ﬂ ﬂ

Prvni ¢len interpretujeme stejné¢ jako u kanonického rozdéleni jako mechanickou praci.
Posledni ¢len roznasobime a vytkneme konstanty:

dU =—-pdV + Z,uannNdN +12NdwnN + gdenN - lZ:lnwnN dw,y .
n,N ﬂ n,N 'B n,N ﬂnN

Tteti a paty ¢len upravime podle vztahu pro derivaci soucinu fdg = d(fg)—gdf, ¢tvrty Elen je
nulovy (soucet pravdépodobnosti je roven jedné a diferencidl jednotky je nulovy):

dU==pdV + Y iy woydN +Ld> Nw,y — L3 w,ydN - le(lnwnN)wnN.
n,N IB n,N ﬂn,N ﬂ n,N

Jako jeden z poslednich kroki slouc¢ime druhy a Ctvrty Clen:

n,N ﬂ ﬂ IB n,N

Ma-li tento vyraz korespondovat s prvni vétou termodynamickou ve tvaru (3.82), musi byt

1 M
! =, = S=—k > wylhhw, . 3.88
p=— e 2, v vy (3:88)

Druhd podminka (y/f= u) nam zajisti korespondenci tietiho ¢lenu s odpovidajicim ¢lenem
prvni véty termodynamické a soucasné¢ vypadnuti ¢lenu druhého. Ostatni podminky jsou
shodné kanonickym rozdé€lenim. V tuto chvili tedy mame ureny dvé konstanty. Zbyva jedina
neurcena konstanta rozdéleni — konstanta . Tu ur¢ime naptiklad ze vztahu pro entropii:

S=—kY wylnwy = -k > wy(a—BE,N+yN)=—ka+kBU —kyN.
n,N n,N
Po trividlnim vypoctu ur¢ime hledanou konstantu:
! =Y TS-uN _ L2
kT kT

Nyni zndme vSechny konstanty a mizeme napsat vysledné rozdéleni v diskrétnim i spojitém
pripadé:

(3.89)

!
! w,

=A@ By ul), _ P2 -Ey+uN) (3.90)

PN

Grandkanonicky potencidl zjevné souvisi s normovanim pravdépodobnosti, pouZijeme-li
explicitné vypsanou normovaci konstantu, ma rozdéleni ¢asto pouzivany tvar

—E v+ uN —Ey+uN
! Wy =K exp{%} oy =K exp[]\;(—Tﬂ] (3.91)
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3.7.3. Parti¢ni suma

Podobny vyznam, jako méla volna energie u kanonického rozdéleni, ma grandkanonicky
potencial u systémi s proménnym poctem c¢astic. Grandkanonicky potencial vypocteme
znormovaci podminky rozdéleni. Vypocet provedeme v diskrétnim (nalevo) i spojitém
(napravo) ptipadé.

anN:I = ZIdeFN:l =
n,N N
S SR EatuN) S [P@ I g
n,N N
ze—ﬂEnN+ﬁﬂN:e—ﬂQ N ZJ'e_ﬂEN‘*‘ﬂ/lN dry=e#92 =
n,N N

In eﬂEnNJrﬁ',uNJ_ﬂQ - IH(ZIe_ﬂEN+ﬂﬂNdFNJ=—,BQ N
N

n,N
Q=—kT h{z e‘ﬂEnN+ﬁ”NJ. Q=—kT1n£Zje‘ﬁEN+ﬂ“N dFNJ.
n,N N

VeliCina nachazejici se v logaritmu v kulaté zévorce se nazyva grandkanonicka particni
funkce a je ustiedni veli¢inou statistické fyziky s proménnym poctem ¢astic, oznacujeme ji =
Vzhledem k tomu, Ze argument logaritmu by mél byt bezrozmérny, je pouziti vdhového
faktoru namisto fazového objemu vhodnéjsi.

Schéma statistického vypoétu s proménnym poctem ¢Eastic:

1. Zjistime, jakych energii £,y mize systém nabyvat. V klasickém ptipadé¢ jde o vSechny
hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnout. V kvantovém piipadé¢ musime
urcit spektrum Hamiltonova operatoru (naptiklad fesit Schrodingerovu rovnici).

2. Nalezneme parti¢ni funkci ='jako soucet veli¢in e PE+ PuN pies cely obor energetického
spektra:

E=Y e PENTPEN e =Y [ PN g o)
n,N N

3. Urcime grandkanonicky potencial

Q=—kThE. (3.93)
4. Urcime zakladni termodynamické veliciny S, p, N:
S:_(a_f?j, p:_[a_gj, N:_(O_Qj. (3.94)
oT oV ou
5. Ur¢ime vnitini energii U a jeji derivace:
U=Q+TS+ uN. (3.95)

6. Vzhledem k tomu, ze grandkanonicky potencial je funkci chemického potencialu g, je
tteba ho ze vSech odvozenych termodynamickych vztahi vyloudit. Teoreticky to lze
provést z relace

N=> Nw,y =  pu=uN,T,V). (3.96)
n,N
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Prakticky muze vylouceni chemického potencidlu zrovnic €init problémy. Chemicky
potencial lze také chépat jako parametr v parametrickém zadéani kiivek. Pozname-li naptiklad

z (3.94) zavislosti p=p(T,V,u) a N=N(T,V,u) mizeme do grafu sosami (p,N)
vykreslovat soufadnice (p,N) pro uréity interval hodnot x4 a tim zkonstruovat graficky
zavislost tlaku na primérném poctu ¢astic.

Vztah grandkanonické a kanonické partiéni sumy
Upravme nyni vztah pro grandkanonickou parti¢ni sumu:

5= z e_ﬂEnN +/B/JN — z (ze_ﬂEnNJ.(eﬂfu)N
n,N N n
Oznacime-li Zy kanonickou parti¢ni sumu pro N Castic a zavedeme tzv. fugacitu
c=ePt (3.97)

dostaneme pichledny vztah

E=Y2Zys". (3.98)
N

Uvedeny vztah plati v klasické fyzice, kde jsou vsystému N castic jednotlivé castice
v principu rozliSitelné. V kvantové teorii jsou Castice nerozliSitelné a kazda z N! moznych
permutaci ¢astic je stejnym stavem. Ve vztahu (3.98) je kazda permutace v souctu zapocitana,
to znamena, Ze jeden stav je zapocten namisto jednou vicekrat (V! krat). V kvantové teorii je
proto spravnym vztahem vyraz

g = ZZ—NgN, (3.99)
~ NI

ktery silné piipomind Tayloriiv rozvoj v proménné nazyvané fugacita. Koeficienty jsou
kanonické parti¢ni sumy pro N Castic.
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3.8. FERMIONY A BOSONY

Nerozlisitelné castice

V kvantové teorii mtizeme predpovedét jen pravdépodobnost vyskytu Castice v néjakém misté
a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v miste klasické trajektorie a se vzdalenosti od ni
zpravidla exponencidlné¢ ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi mala,
nikoli vSak nulovad. Mame-li dv¢ stejné Castice, nikdy si nemizeme byt jisti, ktera Castice je
ktera. Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté druhé je nenulova. Hovofime o tom, zZe
stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. To ve svém dusledku vede k rozdé€leni
vSech Castic na dva zakladni typy, fermiony a bosony, které se 1iS§i svymi vlastnostmi
a chovanim (viz kapitola 2.8). Fermiony maji polo¢iselny spin, dva nemohou byt ve stejném
kvantovém stavu (splituji Pauliho vylu€ovaci princip), jejich vinové funkce je antisymetricka
a jejich krea¢ni a anihilaéni operatory spliuji komutaéni relace. Naopak bosony maji
celociselny spin, ve stejném kvantovém stavu jich mtze byt libovolné mnozstvi, jejich vinova
funkce je symetrickd a jejich krea¢ni a anihilani operatory spliiuji antikomutacni relace.
Vsechny intermediélni &astice tvofici interakce (fotony, gluony, W*, W, Z°) jsou bosony se
spinem 1. K bosontim také patii ¢astice slozené ze dvou kvarkli (mezony), které maji spin
roven 0 (skalarni mezony) nebo 1 (vektorové mezony). VSechny zakladni stavebni kameny
hmoty (kvarky a leptony) jsou naopak fermiony se spinem 1/2. K fermiontim také patii
Castice slozené ze tii kvarkli (hadrony), naptiklad neutron a proton. Z hlediska statistiky maji,
zejména pii nizkych teplotach, fermiony a bosony zcela odliSné chovéani a jejich
pravdépodobnostni rozd€leni jsou rtznad. Fermiony podléhaji Fermi-Diracovu rozdéleni a
bosony Bose-Einsteinovu rozdéleni.

Reprezentace obsazovacich cisel

Obsazovacim ¢islem nazyvame pocet Castic v daném energetickém stavu:
Energie stavu Obsazovaci ¢islo
& N,

%) N,

Pro fermiony muze obsazovaci ¢islo (z divodu platnosti Pauliho vylu¢ovaciho principu)
nabyvat jen hodnot 0, 1. Pro bosony muze jit o jakékoli celé nezaporné cislo 0,1,2,...
V reprezentaci obsazovacich ¢isel miizeme pro pocet Castic a celkovou energii psat

N=>'N;,
i

(3.100)
i

Grandkanonickou parti¢ni sumu miZeme upravit v reprezentaci obsazovacich ¢isel takto:

z=Y AU _ eXP{—ﬂZ(«%Ni—ﬂN,-)}HZeXP[—ﬂNi(%-—ﬂ)]-
N,n i

NN, ... i N,

1

Carka v prvnim soudtu ma naznadit, e vSechny permutace ¢astic povazujeme v kvantové
teorii za jeden jediny stav a do celkového souctu pfispéji tyto permutace jedinym ¢lenem. Je
vidét, ze celkova grandkanonickd suma se rozpadd na soucin parcidlnich grandkanonickych
sum jednotlivych stavii:

z=11&: 5 =Y exp[- BN, (5 — ). (3.101)
i N,
V disledku toho jsou termodynamické velic¢iny dany souctem ptislusnych parcidlnich ¢lend:
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i
00,
S=)'8;; S;=—| —|,
I
S 00, (3.102)
pP= - Pis bi= ov ’
_ _ _ 00,
N=>N;; Niz—( ’j.
i ou

3.8.1. Fermiho-Diracovo a Boseho-Einsteinovo rozdéleni

Fermi-Diracovo rozdéleni

Zabyvejme se nejprve fermiony. Podle Pauliho vylu€ovaciho principu nemohou byt dva
fermiony ve stejném kvantovém stavu. V daném stavu tedy neni bud’ zZadny fermion, nebo je
ptitomen jeden jediny

N;=0,1. (3.103)

Parti¢ni suma i-t€ho stavu ma proto v reprezentaci obsazovacich cCisel jen dva ¢leny:
Z =2 exp[-BN;(5; - w)] = 1+ exp[- B (5, - p)].
N;

Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-tého stavu
Q=—kTInZ; =—kTIn(1+ exp[-B (¢ — w)] )
a stiedni pocet ¢astic v i-tém stavu
042, 1

| N.o= - . 3.104
’ ou  exp[fB(s -] + 1 (3109

Tento vyraz se nazyva Fermiho-Diracovo rozdéleni. Naleznéme jeho prabéh v limité nizkych
teplot (7T —> 0, f > ®):

S ' 1 1 pro &; < u,
lim N; = lim

B—on p—oexp[ (e — )] + 1 10 pro &> 4.

Vsechny stavy jsou zaplnéné po jedné ¢astici az po tzv. Fermiho mez &5 = ¢. Nad Fermiho

mezi jsou stavy neobsazené. Fermiho mez je tak posledni obsazenou energetickou hladinou
pii nulové teploté. Chemicky potencial je pifi absolutni nule roven —

Fermiho mezi. Fermiony se chovaji ,,nesndsenlivé®. Je-li n&jaky Ni T=0

stav obsazen &astici, dal§i ¢astice jiz tento stav nemize obsadit. 1 —

Pti absolutni nule se snazi zaujmout stav s co nejnizsi energii. Je-

li jiz obsazen, obsadi nejblizsi dalsi volny. Tim dojde k tomu, Ze r=0
pti absolutni nule jsou obsazené vSechny stavy az po Fermiho

mez. U &

Bose-Einsteinovo rozdéleni

Naleznéme nyni rozdé€leni souboru bosonti. Bosony nespliiuji Pauliho vylu€ovaci princip
a v daném stavu jich maze byt libovolné mnozstvi. Obsazovaci ¢isla proto jsou:

N, =0,1,2,... (3.105)

Grandkanonické parti¢ni suma i-tého stavu bude nekone¢nou fadou
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o]

== Z exp[- BN, (s - w)] = Z (exp[—ﬂ(gi—,u)])
N, =0

N,;=0

N;

Jde o geometrickou tadu, kterou bez problémi secteme:
- _ 1
T l-exp[- B -w)]
Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-tého stavu
Q=—kThE, =+ len(l— exp[—ﬁ(gl- - ,u)] )

(3.106)

a stfedni pocet ¢astic v i-tém stavu
— 042, 1
! N; = - = . (3.107)
ou  exp[B(g -] -1

Tento vyraz se nazyva Bose-Einsteinovo rozdéleni. Pov§imnéte si, N;

ze od Fermi-Diracova rozdéleni se lisi jen znaménkem. To je pro

vztahy popisujici fermiony a bosony typické (symetricka

a antisymetrickd vlnova funkce, komutdtor a antikomutator). 7>0

Z podminky pro konvergenci geometrické fady plyne, ze chemicky

potencial souboru bosonti musi spliiovat podminku T g

I
(e

U<e, . (3.108)

Naleznéme pribéh rozdéleni v limité nizkych teplot (7 — 0, f — o ):

p—oo p—oexp[B(g—w)] - 1 0 pro &, >¢.

MiIcky jsme pii souctu geometrické fady predpokladali nekonecny pocet Castic. Pii absolutni
nule vSechny obsadi zdkladni energeticky stav. V redlnych systémech je pocet ¢astic konecny.
Stav latky pti které se ¢astice hromadi v zédkladnim stavu nazyvame bosonovy kondenzat.
Typickym ptikladem jsou napiiklad Cooperovy pary elektrond, které pii nizkych teplotach
vykazuji jako bosonovy kondenzat supravodivé a supratekuté vlastnosti.

B 0 Pro £; =&y =M,
lim N, = lim ! :{ 0

Obe¢ rozd¢leni lze je souhrnné zapsat
= 1
exp[B(e ] £ 1
Znaménko ,,+ plati pro fermiony a ,— pro bosony. Za jakych podminek obé rozdéleni

splynou? Je zfejmé, ze k tomu dojde tehdy, lze-li zanedbat jednicku ve jmenovateli, tj.
exponenciela pievladne a N ; < 1. Potom

jpp—
xp[ B (e - )]

a ob¢ rozdéleni prechdzi v Boltzmannovo rozd€leni. Kvantové stavy jsou vétSinou prazdné
a jen tu a tam je néktery obsazeny. K této situaci dochazi, je-li

N, <1 =

~ K exp[—ﬁgi]

- vysoky pocet kvantovych stavi,
- tidky plyn (maly pocet Castic),
- vysokeé teploty (Eastice excitovany do vysokych energetickych stavi).

Shriime na zavér vlastnosti fermiond a bosoni do pfehledné tabulky:
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Fermiony Bosony
Spin 1/2,3/2, ... 0,1,2,..
Hamiltonian H(1,2)=H(2,1) H(1,2)=H(2,1)
Vinova funkce 1,2)=-[2,1) 1,2)=+]2,1)
(}:;Z?gtnoi;anihilaéni [a; ’ allr oy [a; ’ al}_ s
Statistika N, = ! N, = 1
exp[ (g — )] + 1 exp[ (g, — )] — 1

3.8.2. Soubor fotonu (Planckuv vyzafovaci zakon)

Fotony jsou castice elektromagnetické interakce Sifici se rychlosti svétla. Jejich zakladni
charakteristiky (spin, chemicky potencidl, klidova hmotnost, elektricky naboj) jsou

s=1;  u=0; my=0; 0,=0. (3.109)

Mezi Casticovymi a vinovymi vlastnostmi plati ptevod dany de Broglieho relacemi (2.2)
e=hw, p=rk. (3.110)

Ze vztahu pro fazovou rychlost ur¢ime snadno vztah mezi energii a hybnosti pro castice
s nulovou klidovou hmotnosti (jen ty se $iii rychlosti svétla):
_o_ho_&
k hk p
Tento vztah nahrazuje pro &astice s nulovou klidovou hmotnosti vztah & = p*/2m. Pfedstavme
si soubor fotonli uzavieny v n¢jaké oblasti o objemu V pfi teplot¢ 7. Na fotony budeme
v prvnim piiblizeni nahlizet jako na spojity systém (WKB aproximace) a ur¢ime element
vahového prostoru systému skladajiciho se zjednoho fotonu. Degeneracni faktor g =2,
protoze elektromagnetické zafeni je pficné a existuji dva nezavislé pticné mody (polarizace)
zateni. U elementu vahového faktoru provedeme automaticky vSechny trividlné proveditelné
integrace, element hybnostniho prostoru pievedeme do sférickych soutradnic a hybnost
pfevedeme podle vztahu (3.111) na energii:

E=pc. (3.111)

dxdydzdp,.dp, d, 2
dr, =g 20 ELEDL D D: | 2V gy VE 4
(27zh) (27zh) (27zh) nhc
Ziskali jsem tak vztah pro hustotu energetickych stavli, kterd kvadraticky roste s energii
stavu:

AT, =y(s)de; _ve 3.112
s =r()de; 7’(5)—%- (3.112)
Napi$me piehledné dalsi zakladni statistické a termodynamické veli¢iny pro jeden stav:
5 = S —PNge _ !
E_ = e = ——7, (3.113)
’ Ngz—: 0 1-¢F¢
.Qg:—lenEg:len[l—e_'BgJ, (3.114)
— .00, 1
N, =- lim = . (3.115)
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Vsechny tyto vztahy jiz byly odvozeny diive, viz napt. (3.104), stacilo jen polozit x=0.
Nyni pristoupime k vypoctu celkovych termodynamickych velicin:

2
:IQEdFS 2h3 3 kT'[g ln[l e 'Bg}dg.
0
Vznikly integral budeme feSit per partes
3 * © 3
o=V __ir g—ln(l—e_ﬁg) - ﬁj * _dsy.
PR 3 . 3% N

Prvni ¢len ve slozené zavorce je nulovy, druhy je snadno feSitelny (V.9), ale pro tuto chvili ho
ponechame v nevyieSeném tvaru (podobny integral pro fermiony nebude feSitelny a chci,
abyste vidéli, ze 1 bez feSeni integralu ziskame jednoduché vztahy):

v 1% &

Q= - -
2133 3 {eﬂg_

de (3.116)

Nyni uré¢ime sttedni pocet fotond, tlak, vnitini energii a hustotu vnitini energie:

jNgdr A 3j N de | (3.117)
o2 1 1 7 &
pe_22_1 de | (3.118)
oV 32’ I Be
U jgNg dr. = P 3j N de (3.119)
U &
U= —= de . (3.120)
| e '([eﬁg—l

Vsimnéte si, ze i bez provedeni integrace zjistime porovnanim rovnic (3.118) a (3.120) vztah
mezi tlakem zafeni a hustotu energie

! p= % u. (3.121)
Ze vztahu 3.116 nalezneme snadno diferencial hustoty energie
1 &
du = de . (3.122)

233 P

Tok energie neboli intenzitu zatfeni (/ = u ¢ ) miiZzeme nyni snadno napsat jako funkci energie
stavu g, thlové frekvence (& = fiw ) nebo vinové délky (@ =27c/A):

1 &
di(e)=— ) . de; (3.123)
n°h’c exp()—l
kT
P
dl(w)= 53 o dow; (3.124)
Tc exp(]—l
kT
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dI(A)=-167hc? dA. (3.125)

Jde o slavny Planckliv vyzatovaci zdkon odvozeny v roce 1901. Asi nejCastéji se pouziva
intenzita zafeni pfipadajici na frekvencni interval dl/dew. Pribéh vidime na pfiloZzeném
obrazku

dildw Pro nizké frekvence je dllde ~ »° (ve

jmenovateli exp[x]—1~ x). Pro vysoké
frekvence dominuje exponenciela a plati
dlldw ~ exp[—hw /kT]. Vztah pro nizké
frekvence se nazyva Rayleigh-Jeanstv
zékon. Byl znam pfed objevem
Planckova zakona. Vztah diverguje pro
vysoké frekvence (tzv. UV katastrofa)

IR uv w

Pfiklad 11: Naleznéte vinovou délku maxima vyzatovani.
Reseni: Toto maximum je zavislé na teploté a uréime ho derivovanim vztahu (3.124):

d w° ho ho ho
— =0 = —exp| — |=3|exp| — |- 1.
dw \ exp(ho/kT)-1 kT kT kT

Vysledna rovnice je transcendentni rovnice typu

xe* :3(ex—1),

kterou lze snadno fesSit numericky nebo graficky, vyjde xo = 2,822 a proto

ho
T —2.822.
kT

Ptevedenim na vinovou délku ziskame Wienliv posunovaci zékon:

! Ao =§; b=0,00289 Km . (3.126)

Cim teplejsi téleso, tim na kratsich vlnovych délkach vyzaiuje. Reliktni zateni (7~ 3 K) ma
maximum pro vlnové délky piiblizné¢ 1 mm, ¢lovék (7 ~ 300 K) pro vinové délky asi 10 um,
chladné hvézdy (7~ 3000 K) vyzatuji v IR oboru na délce asi 1000 nm, hvézdy jako Slunce
(T~6000K) ve viditelném spektru na vlnové délce 500 nm a velmi horké hvézdy
(T~ 30 000 K) vyzatuji v UV na vinové délce 100 nm. .

Piiklad 12: Naleznéte celkovou vyzéatfenou energii za jednotku 4
¢asu z jednotkové plochy télesa. —

Reseni: Intenzita vyzafena v daném sméru (¢,6) na frekvenéni ()

interval dw a prostorovy thel do je podle (3.124) rovna (cely
prostorovy uhel je 4s)

7 1 ¢|7 n @’
I1=(|dl 0d =— Odo |do;
<£ (w)cos a)> p J‘h 20 oxp (el k)1 cos@dw |do;

o

FOTONY

Vztah budeme integrovat pies celé frekvencni spektrum a pies vnéjsi prostorovou polokouli:
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1 o /22 B a)3
[=— cos@sinf do |dO |do
4r 5 -([ -([ 72c* exp(ho/kT) -1 4

Integrace pies uhly je trividlni a dava

da) .
c? '([ exp( ha)/kT )
Jako posledni krok provedeme substituci x = ha/kT :
(V9) 4 4 2,4
= 7 I e SR S A A
4h3 2e* exp(x Azt 15 60rc?
Vysledkem je zndmy Stefantv-Boltzmannlv zdkon
72kt
! I=0cT*; o=——5 =58x10°Wm K™, (3.127)
607 c

Pfiklad 13: Naleznéte zavislost hustoty energie zafeni na rozmérech Vesmiru pii jeho expanzi.
Reseni: Cely Vesmir nema zadné okoli se kterym by si vyméiioval tepelnou energii a proto je
dokonale tepeln¢ izolovany, dQ = 0. Jako celek Vesmir nevyméiuje ¢astice s okolim, a proto
z prvni véty termodynamické zlstane jen

dU =—-pdV,

d(uV):—%u dr,
1
d(uV)Jrgu dvV =0,
d(uR®) +%u dR> =0,

R du+3R*udR+uR*dR=0,

d” 4d_R=0’
u R
InuR* =K = u~L4.
R

Hustota energie zafeni klesd rychleji nez hustota energie hmoty. To je déno tim, Ze
s rostoucim objemem klesa hustota jako 1/R°, ale navic se pii expanzi prodluZuje vlnova
délka fotond, ktera expanzi Vesmiru ,,sleduje®. Tim se dale snizuje energie fotond a vysledny
pokles je roven 1/R*. .

Poznamky

e PFi odvozeni Planckova zakona jsme vahovy faktor odvodili spojité. Fotony jsme si ale mohli
pfedstavit jako stojaté viny v krabici ve tvaru kvadru, které maji vinové vektory ve sméru
soufadnicovych os a uzly na hranicich kvadru. Vysledek by byl stejny jako pfi naSem odvozeni.

e Znamé problémy s vyzafovanim absolutné ¢erného télesa z konce 19. stoleti byly dany vyuZitim
klasickych vztaht pro energii a pocet Castic

dU = &-N_-y(e)-de = kT-1-K&*-de ~ &*-de.

Tyto uvahy vedly na chybny Rayleigh-Jeansuv vztah, ktery nebyl v souhlasu s experimentem
a daval jen nizkofrekvencéni ¢ast Planckovy kfivky.
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3.8.3. Soubor fermionu (bily trpaslik, neutronova hvézda)

V zavéreCnych fazich vyvoje hvézd miize snahu gravitace zhroutit hvézdu do cerné diry
zastavit tlak degenerovaného elektronového planu (bily trpaslik) nebo degenerovaného
neutronového plynu (neutronovd hvézda). Proto se budeme zabyvat souborem fermionil
nenulové hmotnosti. Vypocet bude podobny jako v predchozi kapitole, jen vztahy pro energii
a pro hustotu energetickych stavli se budou lisit. Zakladni charakteristiky obou ¢astic jsou

s=1/2;  p#0;  my#0. (3.128)

Nenulovost chemického potencidlu znamend provést dopocet podle vztahu (3.96), nenulovost
klidové hmotnosti znamena jiny vztah mezi hybnosti a energii stavu nez v minulé kapitole:

2
g=§—m; p=2me ; dp=%«/2m e de. (3.129)
Urc¢eme nyni element vahového faktoru

3. 43
darl’, :gd xd f—) 47rgV3 pzdp: 47ng3 -2mg-l«/2m eV de ;
(27h) (27h) (27h) 2

A, =y(e)de;  y&)=aVe?, a=2"_. (3.130)

Na rozdil od souboru fotonli neroste senergii pocet kvantovych stavi tak drastickym
zpusobem, pfesto ma rostouci tendenci a pro vyssi energie lze hustotu energetickych stavl
povazovat za témer spojitou.

y(€)| fotony y(¢)| elektrony, neutrony

temeF témer
spojité spojité
€ €
Urceme statistické a termodynamické veli¢iny odpovidajici jednomu energetickému stavu:
1
E,= Y ANl _ gy PlEma) (3.131)
N, =0
Q, :-lenag:-len[lJre‘ﬁ(g‘ﬂ)} (3.132)
N, o0 : ; 3.133
& aﬂ _eﬂ(g_:u)+1’ ( )
U ,=¢N,=— 5 (3.134)
e =N = Ble-w)

Nyni nalezneme integralni veli¢iny, podobné jako v minulé kapitole je tieba grandkanonicky
potencial integrovat per partes. Vypocty jsou jinak zcela piimocaré:

p o) 0 83/2 p
Q=[0dr, = =-2av [— 5 de; 3135
Ja.ar, s w4 (3139
o0 3/2
p=-22 - 2o s (3.136)
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00 1/2
N=|N_,drIr, = aV de; 3.137
Al = a leﬁ(g IR (3.137)
o0 3/2
&
U:jUngg:anmdg. (3.138)

Integraly v jednotlivych vztazich je nutné nalézt numericky, ale 1 bez jejich vypoctu je patrny
vztah mezi tlakem a hustotou vnitini energie pro fermiony o nenulové hmotnosti:

! ngu. (3.139)

Hvézdy ve fazich bilého trpaslika nebo neutronové hvézdy jsou v zavérecnych fazich svého
vyvoje. V centru neprobihd termojaderna fuze, a i kdyz teplota nitra je z ,,lidského* hlediska
znacnd, z hlediska aktivniho Zivota hvézdy je zanedbatelna a pro hvézdu v podstaté znamena
nulovou teplotu. V limité nizkych teplot ( f — o) Ize integraly snadno vypocist, protoze

1 { 1 proe<u,

—_———
Ble—1) 4 0  proe> i,

a integrace se tak stava trividlni zalezitosti:

4 4 _ 2 2
Q=-aVuy’;  p=apy’s  N=laVuy’; U=Zaluq’.

Poviimnéme si intenzivnich veli¢in (tlak p, koncentrace &astic N/V , hustota energie U/V ):

4 2 2
p=—auy’; n=Zauy’; u=Zau’. (3.140)
15 3 5
Chemicky potencial je parametrem rovnic a Ize ho vyloucit z rovnice pro koncentraci ¢astic:
3
! Mo = const n?3 = p = const n3 u=5p.

Fermionovy plyn vykazuje polytropni chovani s koeficientem 5/3. I pii nulové teploté
existuje obrovsky nenulovy tlak zptisobeny kvantovymi procesy (,,nesnaSenlivosti* fermioni).
Plyn se stfedni tepelnou energii mensi nez Fermiho mez (k7 < () nazyvame degenerovany.
V piipadé relativistického vypoctu vyjde polytropni koeficient 4/3, coz je pravé na hranici
stability a nestability polytropni hvézdy.

STABILNi KONFIGURACE HVEZDY BEZ TJ SYNTEZY
M/M

Oppenheimer-Landau-Volkovova mez
2 ....... u

NEUTRONOVE BiLi -7
HVEZDY TRPASLICI

RIR®
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3.9. FLUKTUACE A ENTROPIE

3.9.1. Fluktuace

V minulych kapitolach jsme zavedli stfedni hodnotu dynamické proménné A stiedovanou
ptes soubor
(4)=> A,w,.
n

Definujme nyni odchylku veli¢iny 4 od stfedni hodnoty
Ad = 4-(A) (3.141)
Stiedni hodnota odchylek je samoziejmé nulova (je zhruba stejné kladnych i zépornych
odchylek od stfedni hodnoty):
<AA>:O (3.142)
Chceme-li pfesto znat primérnou velikost odchylek, musime primérovat bud absolutni

hodnoty odchylek nebo kvadraty odchylek (primér z kvadratd je tfeba samoziejmé nakonec
odmocnit):

AAabs = <|AA

b Ay, = <(AA)2>. (3.143)

Druhé z veli€in se nazyva stredni kvadraticka fluktuace veli¢iny A. Velky vyznam ma ve
statistice 1 sama neodmocnéna veli€ina (pramér z kvadrati odchylek, rozptyl, variance nebo
druhy centralni moment veliCiny A):

vard=(M)’ = (4-4)" = (£ 244+ %) = £ 247+ 2> = £~ 12

Pro jednoduchost zapisu jsme pro stfedni veli¢iny pouzili pruh nad proménnou. Vysledek je
samoziejm¢ mozné zapsat standardnim zptisobem:

vard=< (M) > = <A?>-<4>2. (3.144)

Fluktuace riznych fyzikalnich veli¢in Gzce souvisi s dilezitymi charakteristikami systému.
Naptiklad fluktuace velikosti rychlosti v souvisi s teplotou, fluktuace energie E souvisi
smérnym teplem, fluktuace poctu castic N s kompresibilitou systému a fluktuace
magnetizace M (hustoty dipolového momentu) se susceptibilitou. Tyto charakteristiky
systému lze relativné snadno experimentalné méfit. Pii pocitacovych simulacich je naopak
snadné¢ sledovat fluktuace simulovanych veli¢in a znich usuzovat na mérnd tepla,
kompresibilitu a susceptibilitu systému. Uved'me nyni vztahy pro fluktuace nékterych veli¢in:

2
Varv:k—T(3—8/7z); Var02=6(k—Tj ;
m m
VarEszZCV : varS =kCp; (3.145)
72
VarN:kTN—zK; VarM:Lk—T;(
V Ho V
V uvedenych vztazich je C tepelnd kapacita, K komprese a  susceptibilita:
_U. __ . oM (3.146)
oT op oH

Odpovidajici intenzivni veli¢iny jsou mérné teplo (mérné tepelna kapacita) a kompresibilita:
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c=——; H=———. (3.147)

V této kapitole se budeme zabyvat fluktuaci rychlosti a energie. V kapitole 3.10.2 dokdZzeme
vztah pro fluktuaci magnetizace. Dlkazy ostatnich vztaht piesahuji ramec tohoto sylabu.
Ctenat je nalezne v kazdé ucebnici statistické fyziky (napt. J. Kvasnica: Statistickd fyzika,
ACADEMIA 1983).

Fluktuace rychlosti

Odvod’'me prvni ze vztahll pro fluktuace velikosti rychlosti. VyuZijeme pii tom hodnotu
stiedni kvadratické rychlosti a stiedni rychlosti ze vztahu (3.66):
3kT 8kT kT
varv = <v?>-<v>? = v;%v—vf = ———=—03-8/n).
m  m m
Piimym vypoctem z Maxwellova rozdéleni mizeme odvodit vztah pro fluktuace kvadratu
rychlosti:

varv? = <vt>—<p?>? = ... = 6(kT/m)2.

Fluktuace energie
Spoctéme z definice tepelnou kapacitu pii stdlém objemu

oU 0 0 F(T,V)-E,(V
Cr=2 =8—T(2EnwnJ - 8—T(§En(mexp[ LAl )D =

n

a—FkT—(F—En)k
oT

F-F
Cy = Y E, exp{ n} N
' Z (kT)?

_SKT —(F—E, )k
Cy = " .
V ;En( (kT)2 }Wn

Ziskany vyraz rozdélime na jednotlivé Cleny a ze souctu vytkneme veliiny, ptes které se
nescita:

S F 1 2
Cyp == Ew, ——=>E,w, + —5> E.w,.
kT < kT* %, kT* %,
Nyni jsou jiz Gpravy jednoduché:
S F 1 2
Cy =-——U - —U+ —<E"> =
kT kT kT

 (F+TSYU+<E*> —UU+<E?*>  <E’>-<E>’

C —
d kT2 kT2 kT2

Rozptyl energie proto je
varE=<E?>-<E>? = kTZCV .

Tim jsme dokazali tfeti z fluktuacnich vztaht. Tepelna kapacita je dana fluktuacemi energie
systému!! Kdyby energie nefluktuovala, systém by mél nulovou tepelnou kapacitu.

Relativni fluktuace energie (disperze)
Pfedpokladejme ideédlni plyn, pro ktery je U = f NkT'/2 a Cy, = f Nk/2. Ureme relativni
fluktuaci energie (disperzi) definovanou vztahem
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% )2E<E2>—<E>2 _ szCV: 2 1
g <E>? U? fN N

P
JN
Disperze je bezrozmérna veli¢ina charakterizujici fluktuace energie systému. Cim vétsi pocet
¢astic systém obsahuje, tim mensi fluktuace vykazuje. Systémy s velkym poctem ¢éstic maji
minimalni relativni fluktuace celkové energie. Systémy s malym poctem castic maji velké
relativni fluktuace energie.

Fluktuace fyzikalnich veli¢in maji ve fyzice mimofddny vyznam. Sama piiroda na
nejelementarnéj§i urovni nuti veli¢iny fluktuovat. Mala fluktuace libovolné zobecnéné
soutradnice vede podle Heisenbergovych relaci neurcitosti na velkou fluktuaci odpovidajici
zobecnéné hybnosti a naopak. I sama kvantova pole Ize chapat jako zobecnéné soufadnice
a piislusi jim zobecnéné hybnosti. Ani u poli nelze fluktuace potlacit a jsou jim vlastni.
Zodpovidaji za tvorbu virtudlnich pard ve vakuu i1 za samotnou slozitou strukturu
Casoprostoru v malych méfitcich. Fluktuace maji vyznam také v teorii chyb, pravé fluktuace
zpusobuji ptredpovidatelné chyby meéfeni. Dal§i vyznam fluktuaci je v numerickych
simulacich. Sledovanim fluktuaci lze zjiStovat mémé teplo, susceptibilitu ¢i kompresibilitu
systému. Piestoze jsme fluktuacim vénovali relativné malou cast tohoto sylabu, maji pro
statistickou fyziku mimotadny vyznam.

Pfiklad 14: Naleznéte profil spektralni ¢ary zplsobeny chaotickym V\U
pohybem atomi zdroje. K

Reseni: Pohybuje-li se zdroj zafeni vzhledem k pozorovateli, méni se
ptijimana frekvence podle Dopplerova jevu - z

v v,
w=0 (1+—cosaj=a)0 (1+—)
c c

Je-1i zdrojem zafeni naptiklad néjaky zahtaty plyn ¢i obalka hvézdy, jednotlivé atomy se
pohybuji rGznymi rychlostmi ve shod¢ s Maxwell-Boltzmannovym rozdélenim. Pozorovatel
vidi jednotlivé emisni akty frekvencné posunuté a celkovym vysledkem je Dopplerovo
roz$iteni spektralni cary. Ze vztahu pro Dopplertv jev urc¢ime fluktuaci frekvence zareni:

U? 2 Uf 2 kT

v
! 0—-0)=0)—= = Aa)zza)g—2 = w? =0f =% =0f
c

o
3
3

Nalezli jsme tak kvadratickou fluktuaci frekvence. Je imérnd kvadratu zakladni frekvence
a podilu tepelné energie a klidové energie jedné zafici ¢astice. Cim chladn&jsi plyn zaii, tim
uzsi je spektralni ¢ara. Naleznéme nyni piesny profil ¢ary. NapiSeme profil intenzity pomoci
rozdé€leni rychlosti zdroju zéfeni:

dl(v,)=1, exp[— mv§ /2kT} dv, .
Rychlost v, pievedeme na frekvenci pomoci Dopplerova vztahu
w=w,(1+v./c) = v.=clo-wy)lo,

a dosadime do vztahu pro intenzitu:

) 2
mc”| W=

2kT | o

! dl(w)=1,exp| - do .

Spektralni ¢ara ziskava vlivem Dopplerova jevu profil Gaussova baliku. .
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3.9.2. Entropie

Entropie je veliina, kterou jsme zavedli v termodynamice rovnovaznych procesu jako
diferencial tepla vyndsobeny integracnim faktorem. Entropie je tiplnou diferencialni formou.
Statistickd fyzika ndm poskytla dalS§i moZnou (statistickou) definici entropie jako stfedni
hodnotu logaritmu pravdépodobnosti (az na nepodstatnou konstantu):

dS:dTQ; dS=-k> w,lnw,.
n

Tim entropie souvisi s pravdépodobnosti realizace daného stavu systému. Pro entropii plati
velmi zajimavé tvrzeni:

! Entropie rovnovazného stavu je extremalni < systéem podléha kanonickému, respektive
grandkanonickému rozdéleni.

Tedy plati-li kanonické (grandkanonické) rozdéleni, potom entropie dosahuje pii rovnovaze
extrému (maxima). Nerovnovazné déje v uzavieném izolovaném systému smeétuji k tomuto
maximu a zvySuji neuspotfadanost systému. A naopak, pfijmeme-li extremalnost entropie
v rovnovazném stavu jako vychozi princip, musi platit kanonické (grandkanonické) rozdéleni.
Dokazme tuto implikaci pro grandkanonické rozdéleni:

55=0,
2w =1,

n

ZEan =U,
n

> Nw,=N

Jde o hledani extrému za tfi vazebnich podminek. Extrémy s vazebnimi podminkami se
hledaji metodou Lagrangeovych multiplikatort. Zavedeme funkeci:

Pp(w;, A1, A5, 43) z—kZWn Inw, + 4 [an —1J+ Ay (ZEnwn —UJ + 3 (ZNWH —N].

Jde o entropii, k niZ jsou pfidany vazby (nulové vyrazy) s multiplikatory A. Nyni budeme
zkoumat podminku extremalnosti noveé zavedené funkce tii proménnych.

o¢

WZO = —klnwl—k+/11wl+/12El+l3N = wy
/

_ ecl +02El +C3N.

Grandkanonické rozdéleni je tak pfirozenym zplsobem provazano s extremalnosti entropie.
V ptipadé kanonického rozdéleni je pocet Castic konstantni a extremalnost entropie
zkoumame jen za pritomnosti dvou vazeb. Vysledkem stejné uvahy je kanonické rozdéleni.
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3.10. ELEKTRICKY A MAGNETICKY AKTIVNi SYSTEMY

3.10.1. Zakladni pojmy

Soustava nabitych ¢astic

Predstavme si systém slozeny z N nabitych ¢astic, které jsou schopné
reagovat na vn¢jsi elektrickd a magneticka pole, vytvaret vlastni pole a
vzajemn¢ interagovat prostfednictvim téchto poli. Budeme-li chtit ulohu
reSit komplexné¢, musime pocitat pole z Maxwellovych rovnic
doplnénych o materidlové vztahy (vztahy popisujici jak systém reaguje “x o °

na pritomnost poli jako celek) a dale pocitat pohyby castic z Lorentzovy pohybové rovnice.
Ozna¢me polohu a-té Castice r, a rychlost a-té Castice v,. Soustava ¢astic vykazuje jako celek
dipolovy elektricky a magneticky moment. Zopakujme v této kapitole nékteré pojmy
z elektfiny a magnetismu, které¢ budeme ke statistickému popisu potiebovat.

Elektricky dipol

N A Dipolovy moment p soustavy ¢astic je definovan vztahem
E
0 ! P=>p,=>0,r,. (3.148)
p a a
o Elementarni dipol: Pro dvojici ¢astic s opaénym nabojem a vzijemnou
polohou d da tato definice vyraz

p=+Q0r, —0Or =Q(r, -1 )=0d.

Interakce dipolu s vnéjSim elektrickym polem je dana prostifednictvim energetického predpisu

! W=—-pE. (3.149)
Polarizace P systému je definovédna jako hustota elektrického dipdlového momentu:
1
! P:;ZQara. (3.150)
a

Materialovy vztah mezi indukei a intenzitou elektrického pole 1ze zapsat s pomoci polarizace
(prave polarizace popisuje reakcei systému na elektrické pole) takto:

! D=¢,E+P(E). (3.151)
Elektricka susceptibilita: Pro slaba pole lze odezvu systému povazovat za linearni a provést

Taylortiv rozvoj vektoru polarizace do prvniho fadu (pouzivame sumacni konvenci):

oP
Dy =&yEy +67kE1 =goky tegky Ej =690y + K E; .
!

Prislusna matice koeficientli se nazyva tenzor elektrické susceptibility
Pii linearni odezvé lze proto psat vztah mezi indukci a intenzitou v maticovém tvaru

Dk:gkl El’ gk1580(5kl+Kkl)' (3153)
Matice &;; se nazyva tenzor permitivity. Pole D a E nemusi mifit ve stejném sméru.

Hustota vnitini energie:

Z celkové hustoty energie elektrického pole duy =E-dD=E-d(¢,E+P) odpovidd vnitini
energii druhy ¢len, ktery souvisi s reakei systému na pole, tedy s polarizaci:

! du= E-dP (3.154)
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Stejné jako u elektrického dipdlu budeme postupovat s prehledem zékladnich vztahti pro
interakci magnetického pole se systémem (magnetického dipolu).
Magneticky dipél

Dipolovy moment soustavy Castic je definovan vztahem
N N

H 0 mzzmazézgaraxva, (3.155)
a a

m
{{J Elementarni dipol: Pro jednu po kruznici rotujici nabitou Céstici je
velikost magnetického dipolového momentu (7 oznacuje periodu obéhu,
I proud zpiisobeny obéhem naboje)

I—zﬂrrv
|m|=Qz”’= ”2””= Y art=IS,

Magneticky dipélovy moment systému stejnych castic souvisi s celkovym momentem
hybnosti L. (hmotnost ¢astice je oznacena m, aby se nepletla s velikosti momentu):

0 0 0
m=—)» r,xv,=——)» mgr,xv,=—-—L. 3.156
2 ; a a 2m0 Za: 0%a a 2m0 ( )
Interakce dipolu s vn€jsim magnetickym polem je déna prostiednictvim energetického
predpisu

! /4

1

a=—m-B=—y,m-H . (3.157)

Magnetizace M systému je definovana jako hustota magnetického dipdlového momentu:
! M:%Z%Qaraxva. (3.158)
a

Materialovy vztah mezi indukci a intenzitou magnetického pole 1ze zapsat s pomoci vektoru
magnetizace (pravé magnetizace popisuje reakci systému na magnetické pole) takto:

! B = o (H + M(H)). (3.159)

Magneticka susceptibilita: Pro slaba pole lze odezvu systému povazovat za linearni a provést
Taylorlv rozvoj vektoru magnetizace do prvniho fadu (pouzivame sumaéni konvenci):

k
I

oM
By = poHy + 1y oH Hy=poHy + pox Hy=p1o(0y+ 21 H;

Ptislusnd matice koeficientli se nazyva tenzor magnetické susceptibility

oM
! = k- 3.160
Xi = H, ( )
Pii linearni odezvé lze proto psat vztah mezi indukci a intenzitou v maticovém tvaru
By=pp Hys  pyg = w00 + X1 - (3.161)

Matice u;; se nazyva tenzor permitivity. Pole B a H nemusi mifit ve stejném sméru.

Hustota vnitini energie:

Z celkové hustoty energie magnetického pole du,, =H-dB=puy,H-d(H+M) odpovida
vnitini energii druhy ¢len, ktery souvisi s reakci systému na pole, tedy s magnetizaci:

! du= puyH-dM . (3.162)

Pfiklad 15: Naleznéte rozdéleni souboru elektrickych dipéla ve vnéjsim poli.
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'S 'S 'S 'S W,
i

® : B dw(p,0) =K -exp [M} do =
@ @ kT

n=—P-E=—poEcosd =

OECOSG} sin® do do .

p
E dw(p,0) =K -exp| 20———"=
(p,0) p[ T

3.10.2. Magneticky aktivni materialy

Prvni véta termodynamicka a volna energie

Pro interakci elektrickych a magnetickych poli se systémem zndme hustotu vnitini energie.

Proto budeme muset i prvni vétu termodynamickou ptepsat do hustot. Zaved'me
U A S F N

u=—; a=—; s=—; f=—; n=—.

14 14 14 14 14

Pozor na kolize tohoto zavedeni. Pismen abecedy je Zalostné malo a tak v mistech, kde je
vyznam veliCiny ziejmy pouzijeme k oznaceni i1 pismeno, které ma jiz jiny vyznam (typické
kolize: magneticky dipélovy moment — hmotnost, elektricky dipélovy moment — hybnost,
hustota volné energie — pocet stupiii volnosti, hustota hmoty — hustota pravdépodobnosti,
atd.). Pfeved'me do hustot prvni vétu termodynamickou pro konstantni pocet ¢astic (3.19).

du=Tds—%pdV+E.dP+y0H-dM

V zakonu zachovéni energie se objevuji dalsi Cleny vyjadiujici, ze systém mulze konat praci
elektricky a magneticky. Nezapomente, Ze posledni ¢leny jsou skalarnim soucinem, tj. kazdy
z nich je souctem tfi ¢leni. Naleznéme diferencial objemu

V=M = pdV+Vdp=0 = av=-v3~2
Yo,

Diferencidl objemu dosadime do ¢lenu pro mechanickou praci a ziskdme vysledny vztah

! du=Tds +2dp+E-dP + ygH-dM (3.163)
o,

Proved’'me zuplnéni diferencidli prvniho, tietiho a ¢tvrtého ¢lenu na pravé strané:
du—Ts—E-P— uH-M)=—sdT +£dp-P-dE - M -dH.
P

Ziskavame tak vztah pro diferencidl volné energie se vSemi pfidruzenymi vztahy:
f=u-Ts—E-P—-puH-M;

df =—sdT +Ldp—P-dE— uM-dH; (3.164)
o,

f=7(T,p.E,H).
Derivace hustoty volné energie podle jejich proménnych daji jednotlivé koeficienty
diferencialu:

__of. 00, p__0f. M——is—{l. (3.165)
Ho

oT’ Top’ -

Znalost hustoty volné energie umoziuje zjistit hustotu entropie, stavovou rovnici, vektor
polarizace a vektor magnetizace, tedy reakce vyvolané v systému vngj$imi poli. Posledni dvé
relace jsou vektorové, ve slozkdch maji tvar
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__of . __ 1L ar
“ ok “ w0l

Pomoci vztahti (3.152) a (3.160) mizZeme z hustoty volné energie urcit i tenzory elektrické
a magnetické susceptibility

1 8 19
Kk :__—f ; Xkl Z———f (3.166)
2N 8Ek8El Ho 6Hk8Hl
a samoziejme podle vztaht (3.153) a (3.161) 1 tenzory permitivity a permeability:
0% f 0% f
E=EWOy ——— =0y ———————. 3.167
b =400 T o o My = HoOp oH, OH, ( )

Znalost hustoty volné energie ndm umozni vypocet zékladnich charakteristik systému, a to
jak termodynamickych, tak elektrickych a magnetickych.

Stiredni kvadraticka fluktuace magnetizace

Uvazujme jen magneticky aktivni material. Odvozeni provedeme diskrétné, magnetizace
souvisi s momentem hybnosti ¢astic a ten je kvantovany. Jednotlivé moZné stavy magnetizace
budeme indexovat indexem .

Wy =exp BF ~Wiyy) | = exp| A(F + gV My-H)].
Naleznéme susceptibilitu, pro jednoduchost jen v jednorozmérném problému:
_ oM

=i aH(ZM exp[ Bf(T,H)V + B ugM,, VH]J =

7= Z[M ,B( fV+y0VM jexp[n-]].

Podobné jako jsme postupovali u odvozeni fluktuace energie oddélime jednotlivé cleny
a vytkneme ze souctu veli¢iny, ptes které se nescita:

2= 2 (M B(—poMV + M, V) w,);
o
X = _ﬂﬂOM VZMaWa + ﬁ:uOVZM;Wa;
a a

2=~ Bugl M + BugV M?

z= ﬁﬂoV(W—foz)-
Ziskali jsme tak jednoduchy vztah pro fluktuaci mezi susceptibilitou a fluktuaci magnetizace:
! ¥ = ,ByOV(<M2>—<M>2) = BugV varM . (3.168)

Dokazali jsme tak dalsi z fluktuacnich vztaht (3.145).

Zdroje magnetického momentu, Landéuv faktor

Zdrojem magnetického momentu ¢astice miiZze byt jak orbitalni (L), tak spinovy (S) moment
hybnosti ¢astice. Jak se viilbec v kvantové teorii s¢itaji dva momenty hybnosti? Uved'me jen
ptehled vysledkl pro dva momenty oznacené L a S bez ohledu na to, co znamenayji:
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L L=Jl(l+1) A Ly=m;h; m; =—1,-1+1,...,1-1,1
S S=\s(s+) h Sy =mgh; mg=—s,—s+1,...,s—1,s

samo vysledné kvantové ¢islo j miiZze nabyvat hodnot j = | [=s|,....01+s.

I neutrélni ¢astice (naptiklad neutron) mize byt zdrojem magnetického dipélového momentu,
za ktery odpovidéa nenulovy spin. Magneticky dipdlovy moment (3.156) je modifikovan takto:

m= giJ. (3.169)
2my,
Velicina J je celkovy moment Castice a faktor g je charakteristicky pro konkrétni ¢astici:
g=-2, elektron ;
g=+5.68, proton ;
g=-3.86, neutron .

Trochu slozitéjsi je situace v komplexnim systému, jakym je cely atom. Zde dochézi k LS
vazb¢é — interakci kolektivnich orbitdlnich a spinovych stupiit volnosti celého systému.

g:1+](]+1)+S.(S.+1)—l(l+1) (3.170)
2j(j+D
anazyva se Landéiv faktor. Naznacme zde odvozeni tohoto faktoru. V kvantové
mechanickém Hamiltonianu popisuje interakci atomu s vnéjSim polem clen

H,,, = const (L+ 28)-H.

Koeficient 2 u spinového momentu je ddn anomalnim magnetickym momentem elektronu.
V Casovém prameéru piispivaji k interakci z orbitalni 1 spinové ¢asti jen slozky rovnobézné
s celkovym momentem J. Naleznéme proto projekci kombinace vektorti L+2S do celkového
momentu J:

[I)(J|L+2S)  J-(L+28)
@y
Tuto projekei se pokusime ptevést na kvadraty velikosti zakladnich momentt J2, L?, S*:
J-(J+8) J2+J-S J - J2+(L+S)-S J - J2+85%2+L-S
2 J2 J2 72

Clen LS uréime z rovnosti J2 =(L+S)% = L2 + 2LS + S2. Vysledek je

Py(L+28)= J

Py(L+2S) = J.

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
p(Liasy = ST o8D2 374871 J:(“_J +S L]J.

J? 27 2J?
Vyuzijeme-li nyni kvantovani téchto veli¢in, mame vysledek
JjG+1) +s(s+1)—l(l+l)jJ
2j(j+1)
Faktor v zavorce je pravé Landéiv faktor, ktery multiplikativné modifikuje celkovy moment
hybnosti J v disledku LS vazby.

Py(L+2S) = (1+

Interakce magnetickych momentti
Energie interakce magnetického momentu s vnéj$im polem je déna vztahem
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W - —mB=--g-2 JB. (3.171)
2m0

Moment J bude mit snahu orientovat se bud’ ve sméru vnéj$iho pole nebo proti sméru pole
podle znaménka faktoru g. Cely vyraz se Casto piSe v podobé

h
Wine = —g%JzB}githB?mJ gQ—B-

Zlomek ve vyrazu se nazyvd Bohriiv magneton up, znaménko je nepodstatné, protoZe

magnetické kvantové Cislo m; probiha zaporné 1 kladné hodnoty.

_on

! /4 = ,
2m0

it = My g g B Hp my;=—j,—j+1,...,j-1j. (3.172)

Pro systém magnetickych momentii musime uvazit i interakci momentii mezi sebou a namisto
indukce magnetického pole je vyhodnd intenzita pole, kterd souvisi s volnou energii systému:

Wi =2 Wo(m,,m,) — gﬂo%ZJa-H (3.173)
a,b 0 a

Zeemantuyv jev

Ve vné¢j$im magnetickém poli se piivodné jedna energetickd hladina podle vztahu (3.172)
rozstépi na 2j+1 podhladin. To vede na Stépeni spektralnich Car nazyvané Zeemaniiv jev.
Rozdil energie dvou sousednich podhladin je AE = gup B, z tohoto vztahu mizeme snadno

urcit vzdalenost mezi rozs§tépenymi ¢arami.

Magneticka rezonance

Systém magnetickych dipdlti ve vnéjsim magnetickém poli je schopen pohlcovat kvanta
elektromagnetického zateni, ktera odpovidaji rozdilu energetickych hladin interakce dipolu
s vnéjSim polem. Prochdzejici elektromagnetick¢ pole vlastné zpusobuje preskoky
magnetického dipolu mezi stavy s riznym m,. Energetické spektrum (3.172) je ekvidistantni
a rezonancni (pohlcované) fotony tak musi splilovat relaci:

ha)rez = g,uBB'

Snadno dopocteme rezonancni frekvenci

1,44 MHz T! pro atom ,

Jfree=KB; K= | (3.174)

0,76 kHzT  pro jadro .
Magneticka rezonance se vyuziva jako uspéSna zobrazovaci metoda. Pfedmét je vnoten do
pole B a ozafen elektromagnetickym zafenim rezonanc¢ni frekvence. Rezonance na celych
atomech (respektive jejich obalech) se nazyva elektronova magneticka rezonance (EMR)
arezonance na Casticich jadra jaderna magneticka rezonance (NMR — Nuclear Magnetic
Resonation).

Curielv zakon

Uvazujme nyni nejjednodussi mozny systém slozeny z N elementarnich magnetickych dipéla,
které neinteraguji mezi sebou a jejich magneticky moment mlize nabyvat jen dvou hodnot
(m; =x1/2). Provedeme klasicky statisticky vypocet podle dfive uvedeného schématu.

Interakce jednoho dip6lu s vnéjSim magnetickym polem ma jen dvé energetické hodnoty:
1
Wine =% 5 gHotpH

Parti¢ni suma jednoho dipdlu bude mit jen dva ¢leny
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zZ =€eXp +M + exp _M = 2¢ch g,uO/uBH .
2kT 2kT 2kT

Parti¢ni suma soustavy N vzajemné neinteragujicich dipoli bude

N
Zy =2V =| 2cn| S0t 1|
2kT

Standardnim zplisobem ur¢ime hustotu volné energie a zni magnetizaci, susceptibilitu

a permeabilitu:
Fe—tirinzy = - 10| pon| SHotsH | |
V 14 2kT

1 0 H
__Lof _  mpg th[ﬂoﬂBg } (3.175)
1 62 2 2 - H
R A ) (3.176)
Mo OH 4kT 2kT
52 2.2 2 - H
=g -2y POHBET (2| HokpSH | (3.177)
oH? 4kT 2kT
Poznamky:
o | takto jednoduchy systém (dvé moznosti orientace spint) M
ma nelinearni chovani. Magnetizace neni linearni funkci Mo b
intenzity pole, ale obecnou funkci M =M (H). S
e Magnetizace vykazuje pfi vysokych polich a nizkych
teplotach saturaci (ziska maximalni hodnotu nezavislou
na velikosti pole). VSechny spiny jsou za téchto podminek
zorientovany ve sméru pole. Hodnota saturace je 7
Mg=nupgl2
Provedeme-li linearizaci vztahu pro slaba pole, dostavame
2 2
oM n
M=ZH; = = M . (3178)

OH |, _, 4kT

Susceptibilita je nepfimo umérna teploté magnetika. Tento vztah se nazyva Curieiv zdakon
a plati jen v limité slabych poli.

3.10.3. Mfizové modely

Z 4 A 7' Pripustime-li vice moznych hodnot spinii a jejich interakci
navzdjem, je vypocet particni sumy vétSinou nepiekonatelnym
2 x } } problémem. Proto se Casto vyuziva relativné jednoduchy model

spinil lokalizovanych ve vrcholech pravouhlé miize, ktery v mnoha
pfipadech svym chovanim velmi dobfe odpovidda skute¢nym

T ¥ \ ¥ materialtim. Zpravidla se predpoklada, Zze spolu vzijemné
interaguji jen nejblizsi spiny v sousednich vrcholech mftize, takové
X X ¥ % sousedni vrcholy oznacujeme <a,b> . Interakéni piedpis je
analogicky vyrazu (3.173), jen soucet vzajemné interakce probiha ptes nejblizsi sousedy:
Wi = 2 Wo(m,,my) — K> 'm,-H . (3.179)
<a,b> a
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Podle typu vzajemné interakce W, rozliSujeme jednotlivé modely.

IsingGiv model

Jde o nejjednodussi mozny model. Spiny mohou nabyvat jen dvou hodnot a interakéni
energie je dana piedpisem (1/2 1 ostatni konstanty jsou zahrnuty do J)

Wo==J > mgmy;  m,e{-1+1}. (3.180)
<a,b>

Pro J > 0 ptispéji dva sousedni shodné orientované spiny k energii hodnotou —J , dva opacné
orientované spiny hodnotou +J. Pfi nizkych teplotdch ma systém snahu zaujmout co nejnizsi
energii a vznikaji proto domény souhlasné orientovanych spini (Weissovy domény). Pfti
vysokych teplotach jsou spiny orientovany nihodnég. JiZz tento jednoduchy model vykazuje
zakladni vlastnosti feromagnetik. Pti nizkych teplotach existuje usporadana faze, pti
vysokych teplotach chaotickd faze. Mezi obéma fazemi nastavd fazovy pirechod pii tzv.
Curieové teploté. Pro J <0 jsou pfi nizkych teplotach preferovany nesouhlasné orientované
spiny a systém vykazuje antiferomagnetické vlastnosti. V jednorozmérném problému je
nalezeni parti¢ni sumy i za piitomnosti vnéjsich poli trivialni zalezitost. Ve dvou dimenzich
vytesil problém Lars Onsager vroce 1944 (1903-1976, ziskal Nobelovu cenu za chemii
v roce 1968) s pomoci vytiibenych grafickych metod. Analytické feSeni ve tfech dimenzich
neni znamé dodnes a parti¢ni suma, magnetizace a susceptibilita se dohledavaji numericky.

Pottsiv model
Jde o O stavovy model s podobnym interakénim piedpisem jako Isingtiv model:

Wo==J D Spms Maeil,...,0. (3.181)
<a,b>
Spiny se mohou orientovat do Q smérli, sousedni souhlasné orientované spiny pfispé&ji
k energii hodnotou —J , ostatni k energii nepfispéji. Model ma opét usporddanou
nizkoteplotni fazi, ve které se vyskytuji domény souhlasné¢ orientovanych spini
a vysokoteplotni chaotickou fazi. Ob¢ faze jsou oddéleny Curieovym fazovym pirechodem za
Curieovy teploty.

Zq model
Jde o QO stavovy model s interakci dvou spinit danou kosinem vzajemného thlu mezi nimi:

Wo=—=J > cos(a,-a); a:z—”ma; m,e{l,...,0}. (3.182)

<a,b> ‘ Q
Model ma tfi faze: Nizkoteplotni uspofddanou fazi s charakteristickymi doménami,
,»s0ft™ fazi pti stfednich teplotach, pfi které se sousedni spiny svou orientaci li§i jen velmi
malo. Vznikaji charakteristické viry spinti nebo spinové viny. Dalsi fazi je vysokoteplotni
chaoticka faze. Fazovy ptechod z nizkoteplotni faze k ,,soft* fazi se nazyva Curietiv pfechod
(T¢), fazovy ptrechod ze ,soft“ faze do vysokoteplotni neuspoiddané faze se nazyva
Kosterlitz-Thoulesstv piechod (7k).

Heisenbergiv model
Jde o spojity model, ktery ptipousti veskeré orientace spint. Energeticky predpis je:
Wo=—J D cos(a,—a);  a,€<0,27). (3.183)
<a,b>

Model mé jen dvé faze, nizkoteplotni soft fazi s charakteristickymi dvojicemi vir a se
spinovymi vlnami a vysokoteplotni neuspotfddanou fazi. Ob¢ faze jsou oddélené Kosterlitz-
Thoulessovym piechodem. Materialy popisované Heisenbergovym modelem nemaji fazi
s oddélenymi doménami.
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Spinova skla

Jde o materialy, u kterych se vazbova konstanta J 1isi od dvojice spind ke dvojici. Casto ma
nahodny charakter. Energeticky predpis je

Wo== 2 Japf(mg,my) : (3.184)
<a,b>
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Na levém obrazku vidite vysledek Monte Carlo simulace Zo modelu Metropolisovou metodou pfi
vysoké teploté (neusporadana vysokoteplotni faze) a na pravém obrazku ,soft* fazi pfi nizsi teploté.
Modré krajni Sipky oznaduji spole€nou levou a pravou, respektive horni a dolni hranu systému (byly
pouzity periodické okrajové podminky).
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3.11. MONTE CARLO METODY

Monte Carlo metody vyuzivaji k vypoctim generatori ndhodnych
¢isel a u mnoharozmérnych integrald nebo pfi vypoctu parti¢ni
sumy jsou casto jedinym zplsobem zjisténi vysledku. Témér
kazdy programovaci jazyk méa implementovano nékolik generatort
ndhodnych cisel v intervalu <0,1) rizné kvality. Ukazme si

princip metody na algoritmu pro nalezeni ¢isla 7 jednoduchou
Monte Carlo metodou. V kartézském soufadnicovém systému
budeme mit ¢tverec < 0,1 >x<0,1>. Vyuzijeme néjaky vestavény

generator y; ¢isel v intervalu <0,1) a vygenerujeme mnoho bodi ,,padnoucich® do plochy
Ctverce:

X=72i-1>

V=02 i=12,...
Budeme sledovat celkovy pocet generovanych bodi N a dale pocet bodi N;, které padly do
jednotkového kruhu na obrazku (splituji relaci x? + y2 < 1). Pro dosti velky pocet bodl jsou
jejich pocty umérné plocham obrazct:

N, . plocha kruhu ZR* =«

N plochaétverce (2R)2 4
Pouhym pocitanim generovanych bodl tak mizeme pti znacném poctu krokl urcit s vysokou
ptesnosti ¢islo 7.
Je jasné, Ze pro Monte Carlo vypocty je dosti Casto rozhodujici kvalita a rychlost generatoru
nahodnych cisel. K nejcastéji pouzivanym generatorum pii MC vypoctech patii:
a) Linedrni multiplikativni kongruencni generator (LCG), ma maximalni periodu M —1.
vi=(A-y,;+C)mod P, (3.185)

V generované posloupnosti dochazi ke korelacim typu 2". Tento typ generatoru je
vyhodny, vyuziva-li k provedeni funkce modulo architektury pocitace:

P=2F  A1=8n+3; napt.. P=2"', 1=2'94+3.
b) Kombinovany LCG generdtor s maximalni periodou P, - P, :

&i=(-¢ +C)mod Py,

1

n=A,-n_+Cy)modP, ; (3.186)
y; = (& +n;)mod max(Py, P,).

c) Fibonacciho generatory, které vyuzivaji ke generovani i star§i Cleny posloupnosti
nahodnych cisel:
7i=f(7/i—p57i—q)m0dp' (3187)

Tyto generatory maji zpravidla vynikajici vlastnosti, je v§ak tfeba uchovavat urcity pocet
vygenerovanych cisel. Funkce f mtize byt naptiklad prostym nasobenim.

3.11.1. Realizace rozdéleni

Casto potfebujeme jiny generator neZ je rovnomérny. Napiiklad miZzeme chtit zkonstruovat
generator, ktery ndm bude generovat déje ve shod¢ snéjakym pravdépodobnostnim
rozdélenim. V této kapitole se naucime nékteré zpusoby realizace pravdépodobnostnich
rozdé€leni.
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Metoda strelby (distribuéni funkce)
Pfedstavme si, Ze mame N d&jii s pravdépodobnostmi wy,w,,..., wy . Graficky miZeme
pravdépodobnostni rozd€leni znazornit takto (na obrazku vlevo bylo zvoleno 5 déji):

Wi

Wy £

? ?
w5T
5

Il
’ N
[\
w
=
= =
N

w %) W3

w. w
2
w e 4

1 2 3 4

V matematice se nékdy zavadi ndhodna veli¢ina & v prvnim fadku je hodnota veli¢iny &
(potadi d¢je) a ve druhém tadku pravdépodobnost déje. Vytvoime schody, u kterych bude
vyska jednotlivych stupiiti odpovidat velikosti pravdépodobnosti déje:

D, k

— < 1

ye(ol> —> ws

_— Wy
é Wl —
1 2 3 4 5
V matematice se takovéto schody nazyvaji distribucni posloupnost (ve spojitém piipade
distribu¢ni funkce), jde o postupné nacitdni hodnot pravdépodobnosti. Posledni schod musi
proto byt ve vysSce 1, protoze je souctem vSech pravdépodobnosti. Distribu¢ni posloupnost je
definovéana predpisem

k
Dy= w;. (3.188)
=1

Vzdy jde o rostouci posloupnost s hodnotami mezi 0 a 1. Pravé toho se vyuZiva pii MC
realizaci déje. Mnohokrat opakované generujeme ndhodné ¢islo z intervalu <0,1) a kazdé si
ptedstavime si ho jako stielu, ktera zleva nalétava na nase schody. Zjistime do které¢ho schodu
se stiela trefila (viz obrazek). Padla-li do schodu k, prohlasime, ze nastal d&j k. Vzhledem
k tomu, Ze vySka schodu odpovidé pravdépodobnosti déje, generujeme nahodné déje presné
ve shod¢ s pravdépodobnostnim rozdélenim.
Ve spojitém piipadé mizeme postupovat po- 1)
dobné. Je-li hustota pravdépodobnosti f(x),
zavedeme distribucni funkci predpisem ¥

D(x) = j f(x)dx . 3.189) ° (xl) ______________________

Opét jde o rostouci funkei s limitou v pravém y
krajnim bod¢ danou souctem vSech >
pravdépodobnosti lim D(x)=1.

X—>00 X0
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Metodou stielby muzeme stejn€ jako v diskrétnim ptipadé realizovat rozdéleni pomoci
rovnomérného generatoru y z intervalu < 0,1) . Rekneme, Ze padl dgj xg, je-li D(xy)=y . Pro
uskutecnény d¢j tedy plati
x=D7(). (3.190)

Cely postup realizace daného rozd¢€leni je proto ve spojitém piipad¢ néasledujici:

1. nalezneme distribucni funkci D(x),

2. nalezneme inverzni funkci k D(x),

3. generujeme rovnomérné ndhodné ¢islo y € <0,1),

4.

prohlasime, e ,,padl“ d& x=D"'(y).

Pfiklad 16: Realizujte rovnomérné rozdéleni na intervalu (a,b) .

Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni je konstantni funkce f(x). Hodnotu
konstanty uréime z normovaci podminky:

1

b-a

b
fW=K; [f@dx=1 = Kb-a)=1 = [()=

Nyni snadno nalezneme distribu¢ni funkci

X—da

b—a

D)= [ f(x)dx =

a polozime ji funkci rovnou nahodnému ¢islu y z intervalu <0,1) a provedeme inverzi:
D(x)=y = z_“ =y = x=a+y(b-a).
—da

Vysledek je zcela ptirozeny: Nahodné ¢islo y mezi 0 a 1 roztdhneme koeficientem (b —a)na

novy interval a posuneme o hodnotu a do poc¢atku nového intervalu. .

Pfiklad 17: Realizujte rozd¢€leni Kx” na intervalu (—1L+1).

Nejprve ur¢ime normovaci konstantu rozdéleni K:

/@) o
SO=Kk: [ f@d=l =
-1

D) K=> = fr)=x?

""""" r————""""""7 2 2
_/ Jako dalsi krok nalezneme distribu¢ni funkci D(x):
T x> +1
. D(x) = j fyde = =——.
-1

~1 1
Distribuéni funkci polozime rovnou ndhodnému c¢islu y zintervalu <0,1) a provedeme

inverzi:

3
al +1:;/ =  x=32y-1.

2
Vysledkem je nerovnomérny generator na intervalu (—1,1). Ve shodé€ s parabolickou hustotou

pravdépodobnosti nejcastéji padaji hodnoty na krajich intervalu a nejméné Casto uprostied.
Na distribu¢ni funkeci je dobte patrné, Ze trefit se ,,stielou do pozice x = 0 je témef nemozné. ¢
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Pfiklad 18: Realizujte rozd¢leni exp[—x] na intervalu (0,).
Normovana hustota pravdépodobnosti je f(x) = exp[— x], distribuéni funkce po vypoctu
integralu vyjde D(x)=1-exp[— x]. Polozme D(x)=y, tedy 1 —exp[—x] = y, a po inverzi
mame vysledek x =—1In[l1—-y]. Vzhledem k tomu, Ze ya 1—y maji na intervalu (0,1) stejné
rovnomérné rozdéleni, postaci volit

x=—Iny. .
Poznamka: Pozor na nazvoslovi: Hustota pravdépodobnosti se ve fyzice nékdy nazyva rozdélovaci
funkce (nékdy také distribu¢ni funkce). V matematice je vzdy distribucni funkce je integralem s horni
proménnou mezi z hustoty pravdépodobnosti. Tak budeme chapat distribu¢ni funkci i v tomto sylabu.
Metoda von Neumanna
M¢éjme hustotu pravdépodobnosti f(x) definovanou

~

na kone¢ném intervalu (a,b). Nalezneme co nejmensi
obdélnik, do kterého se vejde graf kiivky f(x). Na M|~~~
volbé vysky M nezalezi, postaci M > f(x)proV x,
ale metoda je nejucinn€j$i pro co mozna nejmensi
hodnotu M. Nejprve generujeme ndhodny bod
v obdélniku:

m=a+y (b-a),
m=My,.
Pravdépodobnost, ze padne d¢j vintervalu Ax je umérna ploSe pod kiivkou, protoze
AP = fAx. Staci tedy algoritmus doplnit tak, aby odpovidal imérnosti této plose:
m<fn) = padldé x=7;
m2f(m) = volimenovybod [7,7,].

Metodu von Neumanna lze aplikovat vzdy, ale neni tak G¢inné jako metoda stfelby (inverzni
funkce, distribu¢ni funkce). Tyto metody jsou lepsi, pokud se podafi nalézt inverzni funkci
k distribu¢ni funkei.

Metoda superpozice
Necht

f@=Yc fix); D =1; jf(x)dxzjﬁ.(x)dx:l.
i=1 Q Q

i=1
Zaved’'me soucet parcialnich distribu¢nich funkei pro jednotliva f;:
m
D(x) =) ¢; Dy(x)
i=1
K realizaci rozdéleni vede tento algoritmus:

2 e om

1. Zavedeme nahodnou veli¢inu & :( J a generujeme rovnoméerné nahodné

Cl c2 oo cm
¢islo y; €<0,1). Podle nékteré z predchozich metod (nejlépe metodou stielby). Potom
zvolime podle pravdépodobnosti ¢y, c,,...,c,, néktery zd&h ke{l,2,...,m}.

2. Generujeme ndhodné ¢islo y, € <0,1) a realizujeme rozdéleni f; (x) nckterou z metod

(inverzni funkce, von Neumannova).
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Pfiklad 19: Realizujte rozdéleni f(x) = % [1 +(x— 1)4} na intervalu (0, 2).

Metoda inverzni funkce pro celou hustotu pravdépodobnosti je principielné mozna, ale
zbyte¢né slozitd. Hustotu pravdépodobnosti rozlozime takto (uréime f; a f; s koeficienty tak,
aby byly normovany k jedné a poté nalezneme koeficienty c; a cy):

1 5 5 1
A@=25 H=S0-D" = =2+ fH).
2 2 6 6
Distribu¢ni funkce nyni bude:
_> ! : _x. _1 S
D@ =2Dy(x) + Dy(): D=7 Dy(x)=o |1+ (-1 |.
Nejprve generujeme Cislo y; a rozhodneme se podle pfedpisu:

71 < % = padl déjl;

71 Z% = padl d&j 2.

Poté pouZzijeme metodu inverzni funkce. Generujeme y, a vyuZijeme piedpis:
pro d¢j 1: xX=2y,;

prod&2:  x=1+32y, 1.

Celou metodu miiZeme shrnout takto: Generujeme dvojici nahodnych ¢isel v intervalu (0,1)
a vyuzijeme predpis:

5
2y,, 7/1<g;

1+3/27, 1, 712% :

Zajimavé realizace nékterych rozdéleni
Gaussovo rozdéleni:

1 2
(== exp[—%];

generujeme dvojici y;,7, nahodnych ¢isel z intervalu (0,1). Potom dvé hodnoty Gaussova

x; =+—2Iny; cos(2zy,);
Xy =+/-2Iny, sin(2zy,).

X € (—0,0).

rozdé¢leni jsou:

Gama rozdéleni:

f(x):%x"_lexp[—x]; x e (0,0); n=23,....
n_

Generujeme yy,75,...,7,,... a uréime hodnoty
X ==In(ry 72 70).

Body uvniti’ koule o poloméru R:

Budeme generovat rovnomérné body v kouli o poloméru R. K feseni vyuzijeme sférické
soufadnice (r,¢,0):
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r=R3y; @=2my,,; cosf =2y;—1.

b
Vypoget uréitého integralu If(x)dx:
a

Mnohokrat po sobé generujeme bod z defini¢niho intervalu hledaného integralu (a,b):
x;=a+y;(b-a).
Nyni najdeme stfedni hodnotu integrované funkce f na intergra¢nim intervalu (a,b):

F=r X f).

=1

Integral je potom pfiblizn€ roven ploSe obdélnika s vySkou rovnou stiedni hodnoté€ f:

b
[feods = 7-(b-a).

v rw

3.11.2. MC metody pro mirizové modely

Vyuziti Monte Carlo metod ve fyzice a pfirodnich védach ukaZeme na problematice
miizovych modelt feromagnetik. Kazdy mozny stav spinti na miizi budeme chépat jako
ur¢itou moZnou konfiguraci .4;. Parti¢ni suma je potom souctem Boltzmannovych faktort
ptes vSechny mozné konfigurace na mtizi (Hy je hamiltonian pro N spinll na mfizi):

Z =Y expl-BHy ()]

Vzhledem k tomu, ze s¢itani pies vSechny konfigurace znamend velké mnozstvi souctii pies
jednotlivé stupné volnosti systému, neni vhodné pii vypoctu pouzivat pifimé numerické
metody. Ani ndhodny MC vybér ¢lenli sumace neni vhodny vzhledem k faktoru exp[-fH y 1],
ktery se mize ménit o mnoho fadd. UGinngjsi je vybrat statisticky ,reprezentativ-

(19

ni* posloupnost konfiguraci {4;}p , kterd simuluje soubor stavii v termodynamické

rovnovaze pii teplot¢ 7. Ozna¢me P, pravdépodobnost vyskytu konfigurace -4,

v reprezentativni posloupnosti. Nyni je tfeba reprezentativni posloupnost zkonstruovat tak,
aby pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych konfiguraci konvergovaly ke kanonickému
rovnovaznému rozdéleni:

PP (3.191)

Tuto konstrukci lze provést Markovovym procesem, ktery je urCen pravdépodobnosti
prechodu w;_,; zkonfigurace .#; do konfigurace ; . Postatujici podminkou pro
konvergenci je tzv. balancni podminka

eq _ pYy
F; Wi—)j_Pj Wisio

(3.192)
kterou museji splitovat pravdépodobnosti w;_, ;. Tato podminka zajiStuje, Ze matice w;_, ;
ma za vlastni vektor Boltzmannovo rozd€leni a tedy ptevede soubor v termodynamické
rovnovaze na sebe. Konvergenci (3.191) 1ze potom dokézat z véty o kontrahujicim zobrazeni.
Balan¢ni podminka (3.192) vyjadiuje fakt, Ze v termodynamické rovnovaze je pocet systémil
souboru pfechazejicich z 4; do J; roven poctu systémi souboru piechazejicich z J; do

;. Pomoci kanonického rozdé€leni 1ze balanéni podminku pfepsat na tvar
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U2 = exp[BH g (K~ Hy ()] (3.193)
w

J—i
Je-1i balan¢ni podminka splnéna, miZeme stfedni hodnotu libovolné dynamické proménné
odhadnout prostym stfedovanim pies generovanou reprezentativni posloupnost:

u>2:$-zzmm. (3.194)
Wik

Q

Pii M dosti velkém A dosti dobie aproximuje <A>

Balan¢ni podminka neurcuje pravdépodobnosti pfechodu w;

i—»; jednoznacné. Reprezentativni

posloupnost {-#;}p lze naptiklad ziskat tak, Ze dvé nasledné¢ konfigurace -4; a .4, se od

sebe lisi jen hodnotami spinti na n¢jaké podmnoziné miize nebo dokonce v jediném vrcholu
miize. V tomto ptipad¢ dalsi Clen reprezentativni posloupnosti ziskdme tak, ze systematicky
nebo ndhodné vybirdme vrchol miize a vtomto vrcholu zaménime spin s odpovidajici
pravdépodobnosti. Ani nyni neni pravdépodobnost w;_,; urena jednoznatné. Existuji tfi
zdkladni metody, které balanéni podminku spliiuji a pomoci nichz lze generovat
reprezentativni posloupnost.

Metropolisova metoda
Splnéni balan¢ni podminky 1ze naptiklad zajistit timto pfedpisem:

exp[-fpoH] pro 0H >0
Wi = )

; SH=Hy(A)-Hy(#).  (3.195
1 pro SH <0 N (Hj) = Hy (5) ( )

Nahodné vybereme novou konfiguraci -%;. Je-li 6H <0 povazujeme -#; za nasledujici Clen

reprezentativni posloupnosti. Je-li 6H >0 generujeme nahodné cislo y €(0,1) a pro
y Sexp[-poH] povazujeme -#; za novou konfiguraci, pro Wiy
y >exp[-BoH] ponechdme piivodni konfiguraci -#; jako

novy Clen posloupnosti. Konfiguraci s niz§i energii tedy th metoda
volime za novou vzdy. Pravdépodobnost volby konfigurace

s vyS$$i energii nez stavajici exponencidlné klesa s rozdilem
energii. OH
Metoda teplotni lazné

Dalsi predpis, kterym splnime balancni podminku je

 expl=BHy ()] .19

M TS expl= BH (A
k

Metropolisova
metoda

Tato metoda je pomalejs$i nez Metropolisova metoda (je nutné pocitat sumu ve jmenovateli),
ale rychleji konverguje k termodynamické rovnovaze a pro stiedovani (3.194) pies
reprezentativni posloupnost 1ze vzit mensi pocet ¢leni. To je zpisobeno tim, ze vybér spinu
v daném vrcholu nezavisi na ptivodni hodnoté spinu v tomto vrcholu.

Metoda s hyperbolickou tangentou

1 oH ,
W= [l - th(ﬂTﬂ L SH=H(H) - Hy(%). (3.197)

Metoda je velmi podobna Metropolisové metodé€, z hlediska konvergence dokonce miva

N 24
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Poznamky:

MC metody zpravidla selhavaji v blizkosti fazovych pfechodl, kdy se neumérné prodluzuji
relaxacni ¢asy.

MC vypocet probiha pfi konstantni teploté. DalSi vypoCet mizeme odstartovat s pozménénou
teplotou a postupné timto zpisobem simulovat teplotni prabéh velicin.

Mérna tepla a susceptibility je vyhodnéjsi pocitat z fluktuaci nez z derivaci zavislosti na teploté a
magnetickém poli ziskanych ze simulaci.

Zavislost na velikosti mfize |ze asteéné eliminovat periodickymi okrajovymi podminkami.
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Weissovy domény v Pottsové modelu simulované Metropoli-
sovou metodou. Pfi simulaci byly pouzity periodické okrajové
podminky (leva a prava strana maji spoleéné modré spiny,
horni a dolni taktéz.

3.11.3. Optimalizace a fFizené ochlazovani

Typickou ulohou pro Monte Carlo metody je optimalizace néjaké situace. Uved'me priklady
optimalizac¢nich problémd:

Nalezeni zdkladniho stavu (stavu s minimalni energii) pro systém s komplikovanym
Hamiltonidnem, napiiklad pro spinové sklo.

Nalezeni extrému komplikované funkce s tisici maximy a minimy. Zejména je tieba, aby
numerickd metoda neskoncila v nékterém z cetnych lokalnich minim ¢i maxim.

Problém obchodnika. Obchodnik ma navstivit vétsi pocet mést, znamy jsou silnicni
vzdalenosti mezi jednotlivymi mésty. Je tieba navrhnout pro obchodnika optimalni
trajektorii tak, aby vyfizovanim zalezitosti stravil co nejméné Casu.

Problém rozvrhu. Je tieba optimalné navrhnout vyuziti uceben, ¢asu pedagogt a zakt na
n¢jaké velké Skole (nikoli na FEL, zde se piesouvaji karticky v rozvrhu ru¢né).

Navrhy plosného spoje. Ze znalosti rozméra soucastek, rozmisténi vyvoda, schématu
jejich propojeni a riznych omezeni znamych pii rozmistovani soucastek navrhnout
optimalni feseni plo$ného spoje.

Jednou z moznych metod feSeni téchto kol je metoda SA (Simulated Annealing — fizené
ochlazovani). Ustfedni veli¢inou je zavedeni funkce nakladi (tzv. Cost function) C. Do této
funkce musi byt zahrnuta veSkerd problematika optimalizace. Napiiklad pii hledani
zékladniho stavu je optimalizovanou funkci sam hamiltonidn, hledame nejnizsi energeticky
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stav. U problému obchodnika miize byt optimalizovanou funkci celkovy ¢as straveny na
cestach, atd. K problému jako parametr uméle prifadime teplotu a podle naptiklad
Metropolisovy metody generujeme reprezentativni posloupnost. Ulohu energie pievezme
optimalizovana funkce m.

Po mnoha krocich nepatrn¢€ snizime teplotu a opét generujeme reprezentativni posloupnost.
Generujeme typické stavy problému pii dané teploté. Postupnym sniZovanim teploty se
blizime ke stavu s nejnizsi hodnotou energie (funkce nédkladi). Nenulova teplota vnasi do
metody ndhodny prvek a zajiStuje nenulovou pravdépodobnost uniknout z lokalnich minim
a vyvarovat se tak nalezeni nespravného minima ¢i metastabilniho stavu. Nenulova teplota
vlastné urcuje, jakou Sanci mame uniknout z ,.faleSnych® lokdlnich minim u systému, kde
pocet téchto minim mize jit do tisict a jejich poloha je neptehledna.

Zakladni podminkou metody je, aby teplota klesala dostate¢né pomalu, pii simulovaném
ochlazovani musi mit systém v kazdém teplotnim kroku dostate¢ny Cas pro termalizaci.
Jeding tak je mozné dosahnout zékladniho stavu (optimalniho feSeni). Lze ukazat, ze k cili
vzdy vede logaritmické ochlazovani

__To
logk ’

pokud byla pocatecni teplota dostate¢n¢ vysokd. Tento proces ochlazovéni je ale velmi
pomaly a zpravidla se voli rychlejsi postupy, které ale nezajistuji nalezeni spravného feseni.

Ty

Vyhody SA
e Lze fesit problémy s libovolnymi systémy a libovolnou funkei nakladu.
e Nalezeni optimalniho feSeni je statisticky zaruceno.
e [ pro slozité problémy je programovy algoritmus velmi jednoduchy.
Nevyhody SA
e Ochlazovani typu 1/log k, které zarucuje statistické nalezeni feseni, je velmi pomalé.
e Je-li funkce nékladli jednoduchd, hladkd a ma jen nékolik minim, jsou jiné metody
vyrazné rychlejsi.
e Nikdy si nemizeme byt zcela jisti, zda jsme jiz skutecné nalezli optimalni feseni a je
-1i mozné jiz vypocet ukoncit.

Monte Carlo metody si v pfirodnich védach vydobyly mimotéddné vyznamnou pozici.
Vyuzivaji se k simulacim typickych konfiguraci pfi dané teploté, k sledovani fazovych
pfechodli a jejich kritickych koeficienti, k simulacim povrchovych jevd, simulacim
lavinovitého rastu (vyboje, tvorba krystalll), k simulacim srazek v plazmatu, k simulacim
tvorby clusteri a rustu kolonii, k simulaci kondenzac¢nich procest, k optimaliza¢nim
proceduram atd.
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3.12. NEROVNOVAZNA STATISTIKA

Zatim jsme se zabyvali systémy v termodynamické rovnovaze, ze které¢ vyplynulo kanonické
nebo grandkanonické rozdéleni. Hustota pravdépodobnosti se ale v obecném piipadé meéni
s Casem. Systém miize byt slozen z n€kolika druht castic (elektrony, neutraly, ionty), které
budeme oznaovat indexem «. Ozna¢me hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu «

Jo=Ta(t,X,V,) .
V termodynamické rovnovaze hustota pravdépodobnosti nezavisi na Case a splyva s dosud

probiranou rovnovaznou hustotou pravdépodobnosti p. Hustotu pravdépodobnosti zavislou na
¢ase budeme normovat vzhledem k poctu ¢astic, tj.

Ifa(t,x,va)d3va = n,(t,X);
[1a@x,v)dxdPv, = No(0);

Integrovanim pfes rychlostni prostor ziskdme koncentraci ¢astic n, =dN,/dV a dostaneme

(3.198)

se tak na pozici kontinua. Dal§im stfedovanim ptes prostorové proménné dostaneme celkovy
pocet Castic N,. Pii sttedovani obecné proménné 4, musime vzhledem ke zptisobu normovani
pravdépodobnosti vysledek délit souctem vSech pravdépodobnosti:

[ tutxv) v, 4,1, x v dxd,

! o
(3= Ifo[(t,x,v(),)d3 v, Ifa(t,x,va)d3xd3 v,

(3.199)

; A(r) =

Diky normovani je

! j A, [ (t,x,v,)d v, = ng (6,%)(4,)., - (3.200)

3.12.1. Boltzmannova rovnice

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu o se s €asem méni z dlivodu sraZek castic se
sebou samymi i s ostatnimi druhy:

d
Efa(taxava) = zSaﬁ
B
Cleny napravo se nazyvaji Boltzmannovy srazkové integraly a budou diskutovany v piisti
kapitole. RozepiSme Uplnou derivaci na levé stran¢:

", dv
afa +afa dxk ko ZSO!IB
ot 6xk dt avka

Sumacni konvence plati v pfedchozim vztahu jen pro 1ndexy psané latinkou, pro fecké nikoli.
Casové derivace poloh jsou rychlosti a Casové derivace rychlosti jsou zrychleni, ktera
vyjadiime pomoci sily z druhého Newtonova zakona:

F
afa+vka6fa+ ko afa :zSaﬂ-

ot ka ma avka

Cleny pies které se s¢ita zapiseme jako piisobici operatory:
0 1
| Loy WV fo + oV fo = TS (3.201)
B

a

Odvozend rovnice se nazyva Boltzmannova rovnice a je zdkladni rovnici statistiky
nerovnovaznych procesu. Cleny na pravé stran¢ se nazyvaji Boltzmannlv srazkovy integral
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(Ize je vyjadrit jako integral pies ¢ast fazového prostoru). Podle moznych zptsobu vyjadieni
srazkového integralu tuto rovnici nazyvame riznymi zpuisoby:

Boltzmanova rovnice: SrazKy jsou zcela obecné a vyjadiuji se pomoci srazkového
integralu (viz kapitola 3.2). Boltzmannova rovnice je pojmenovéana podle Ludwiga
Boltzmanna (1844—-1906), rakouského fyzika a zakladatele statistické fyziky.

Fokkerova-Planckova rovnice: Sradzkovy clen zapocitava jen parové Coulombovy
interakce, pro které¢ je ucinny prifez dobfe zndm. Rovnice je pojmenovéana podle
Adriaana Daniéla Fokkera (1887-1972), holandského fyzika a muzikanta a podle
Maxe Plancka (1858-1947), rakouského fyzika a jednoho ze zakladatelti kvantové
teorie.

Landauova rovnice: Jako dolni mez vzdalenosti parovych Coulombovych srazek
zvolime vzdalenost, pii které se srazejici se Castice odchyli o pravy thel (srdzek na
mensi vzdalenosti je malo pravdépodobna) a jako maximalni vzdalenost srazky
Debyeovu vzdalenost (vzdalenost piirozeného stinéni bodovych zdrojii). Rovnice je
pojmenovana podle Lva Davidovi¢e Landaua (1908—-1968), sovétského teoretického
fyzika a nositele Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1962.

Krookova rovnice: Uvazuji se jen srazky sneutraly ve tvaru S,z =(f, —fp)/7 .

Rovnice je pojmenovana podle Maxe Krooka (1913-1985), amerického matematika a
astrofyzika.

Vlasovova rovnice: SrazKy zcela zanedbavame (na pravé strané je nula) a pusobici
silou je jen Lorentzova sila. Nejméné ptesnd, ale nejCastéji pouzivand aproximace.
Rovnice je pojmenovana podle Anatolie Alexandrovi¢e Vlasova (1908-1975),
ruského a sovétského teoretického fyzika, ktery se po vét'Sinu Zzivota vénoval
statistické fyzice.

Priklad 20. UkaZte, ze stacionarni feSeni Boltzmannovy rovnice vede na kanonické rozdéleni.
Reste v jedné dimenzi, pro jediny druh astic, které nepodléhaji srazkam a pro potencialni
silové pole FF=-0V/0x.

ReSeni: Z Boltzmannovy rovnice v tomto piipadé zbude

pof 1LV or _
ox m, Ox Ov

0.

Rovnici feSme substituci f(x,v) = F(x) G(v) . Pokusime se separovat proménné:

dF 1dV _dG dF 1 dG
v—G - —F— =0 = —_ = —
dx mdx dv FdVv m Gudv

Na levé strané rovnosti jsou vSechny proménné funkci soufadnice, na pravé strané funkci
rychlosti. Je zfejmé, Ze maji-li se sob¢ rovnat dvé funkce riznych proménnych, musi byt obé
konstantni. Ozna¢me tuto konstantu — 5 :

;Gvdv_

dr -5 = d—F:—ﬂdV =  F(x)=K, exp[-fV(x)]

FdV F
1 dG dG

=8 = ?=—,Bmvdv = Gv)=K, exp[—,b’mvz/2]

Celkove feSeni je

204



Statisticka fyzika Nerovnovazna statistika

2
f(x0)=F(x)-G)=K explZ— ﬂ(% + V(x)ﬂ
Reseni ma skuteéné charakter kanonického rozd&leni. Hodnotu koeficientu £ bychom zjistili
porovnanim s termodynamikou, stejné jako pti odvozeni kanonického rozdéleni. .

Boltzmannova rovnice v chaotickych rychlostech
Vzdy musime rozliSovat mezi tfemi rychlostmi:

v, fazova proménna
u,(t,x)= <V a> rychlostni pole (priimérna, sttedovana rychlost) (3.202)
W,=V,—u, chaoticka (tepelnd) slozka rychlosti

Doposud jsem vyuzivali fdzovy prostor se sedmi proménnymi (¢,X,v,) . Fazova rychlost

obsahuje ¢ast odpovidajici proudéni 1 tepelnou cast (v, =u,+w,). Nékdy je vyhodné

pracovat s proménnymi obsahujicimi jen tepelnou ¢ast pohybu, tj. provést transformaci
(t,x,v,) — (t,x,w,).

V Boltzmannove¢ rovnici potom musime nahradit derivace a rychlosti podle schématu:

d o Owp 9 o Oup 0

- > —+——=——————,

ot ot or dw, or ot ow,

d o Owp 0 o Oup o
— > + = - ,
Ox; Ox; Ox; Owp  Ox; Ox; 0wy
0 0

w, ~ ow,’
Uj W

v, o witu;(t,x).

Vysledek je
df, F du of, of,
Ga VYF 4| e _2Ya | Ya _ vV o |_-N'g .,
at TV fa (ma dt } ow, (W )LU“ ow, ) G

3.12.2. Boltzmannuv srazkovy élen \ v,
V této kapitole se budeme zabyvat pravou stranou /

Boltzmannovy rovnice, tedy srazkami. Pfedpokladejme

srazku dvou ¢astic o a f. Nejprve piejdeme od rychlosti

castic vy a v gkrelativni v,z a t€ZiStove v g rychlo- /./ \.\A
. . , v , Vﬁ '

sti. Transformace jednim smérem ma tvar: Vg

V(Zﬂ :Va_vﬂ;

mava +mIBVﬂ (3204)

VvV =
(@h) mg, +mﬂ

Inverzni transformace ma tvar:
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m
Va:V(aﬂ)+—m +mﬂvaﬂ;
a
(3.205)
Vp=V —Lv )
PV T,
a

Zformulujme v novych proménnych zékon zachovéni energie a hybnosti:

P=myV, +mpgVg=(m,+mg)Vpz) =const,

1 2 1 2 1 2 1 mgig
E=Emava +Emﬂvﬂ=5(ma+mﬂ)v(aﬂ) + Eﬁnjﬁvaﬂ=const.
o

Zakon zachovani hybnosti vede na zachovani tézistové rychlosti. Zdkon zachovani energie
v kombinaci se zdkonem zachovani hybnosti vede na zachovani velikosti vzajemné rychlosti:
o TezZistova rychlost obou castic se pri srazce nemeni.
o Velikost vzajemné rychlosti dvou castic se pri srazce neméni.
V(qp) = const,

3.206
| Vop | = const. ( )

Jedina veli¢ina, ktera se pii srazce méni je smér vzajemné rychlosti. Zaved’'me proto dvé nové
veli¢iny charakterizujici srazku:

gaﬂ E| Vaﬂ | ;
Vg (3.207)
K,y = .
|Va,b’ ’

Prvni veli¢ina je velikost vzajemne rychlosti a po celou dobu srazky se nemeéni ( g,z = géw ).

Druha veli¢ina je smér vzajemné rychlosti a pfedstavuje 2 stupné volnosti srazky (dvé slozky
vektoru k, tfeti 1ze dopocitat, protoze jde o vektor jednotkovy).

Uginny prufez srazky
Dale zaved'me u€inny prifez srazky o pfi konstantnim g, jako pravdépodobnost
o(kyp | Kyp s 8ap)
kterd je normovéana tak, aby
Aw= g5 0K 5 |Kpyp 5 8p)d Ky dt (3.208)

byla podminéné pravdépodobnost, ze jednotkovy vektor ve sméru relativni rychlosti bude po
srazce lezet v intervalu (K5, ki +dKkpz) .

Uginny priifez se neméni pii:
e obraceni pohybu ¢astic: o(Kyp | Kyp 5 80p) = 0(—Kyp | —Kpp s 80p)
e Pfiinverzi soufadnicové soustavy:  o(K,g |Kpp5848) = 0(-Kyp | —Kip 5 80p)
Z obou vlastnosti plyne dilezity symetricky vztah
! o(Kop Ko 5 80p) = 0(Kyp | Kep s 20p)- (3.209)

Boltzmanntiv srazkovy integral
Nyni jiZ miZeme napsat srazkovy Clen na pravé strané Boltzmannovy rovnice jako
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Sup = | La&X V) [5(6X V) = £ (6%, V) 565,V ) |
8ap O Kyp | Ko s 80p)d Kl g dV g

Interpretace je ziejmd. Pravdépodobnost srazky dvou castic je tumeérna soucinu hustot
pravdépodobnosti obou castic (tj. vyskytu Castic v daném misté fazového prostoru) nasobené
ucinnym prifezem srazky. Prvni ¢len popisuje ptiznivé jevy, kdy ze vSech ostatnich oblasti
fazového prostoru se po srazce Castice dostanou do daného mista fazového prostoru. Druhy
¢len jsou nepfiznivé piipady, kdy Castice z daného mista fadzového prostoru po srédzce uniknou.
Integrace je provedena pies volné parametry srazky. Diky vlastnosti (3.209) bylo mozné oba
ucinné prurezy zapsat jednotné a vytknout z hranaté zavorky.

(3.210)

Srazkovy invariant
Ozna¢me y, néjaky sumacni invariant (hmotnost, hybnost, energie). Potom pro srazkovy
¢len plati velmi dtlezity vztah

! Y [VaSapdv, = 0. (3.211)
a.f

Dukaz tohoto vztahu je sice jednoduchy, ale pon¢kud pracny a proto ho miize méné pozorny
student vynechat.

Dikaz:
3 oot ' 24,1 3 3
1S = [WaSupd™Vo =D [Wa | faf = Fulp | Sap TKeup Kl 3 8p)d Kl A7V, d v
a,p of

V integraci provedeme transformaci k tézist'ové a relativni rychlosti podle schématu
3 3 3 3 3 2 2
d Vad Vﬂ =d V(aﬁ)d Vaﬁ =d V(aﬁ) gaﬂ dgaﬂ d kaﬂ .
Vysledek bude
| S=X el et~ Sup |8ap o (ap IKop s 80p) 7Kg d 7Ky d g 7V )
aff

Nyni zaménime ¢arkované a necarkované veli¢iny a pouZzijeme relace
2 =8aps Vg =Vp: kIK;gus)=0k'|K;g,s)
Vysledek bude
S=3 i | fufs—Fufs |gos okog 1Ko s 80p)d Kl d Ky dg s d’
| Va | Jalp = Jalp |8ap OKap [Kap i 8ap)d Kop d 7Kg d 8o dV 4p) -
af

Jako dal$i krok provedeme symetrizaci, napiSeme vysledek jako polovinu posledniho kroku
a polovinu ptedposledniho:

| S Z%azﬁlj.(lﬂa —V/&)[féf/} - fafﬁ}ggzﬁ oKy | Kyp s gaﬂ)dzk;xﬁ dzka/; dg.p d3v(aﬁ) :
V dal§im kroku zaménime indexy « a fa opét provedeme symetrizaci:

| §= %Zﬂ [Warvs—vi—vp Lot — fuls 2os o) 7K, d7K o5 d s AV up) -
Pro sumacni invarianty je ale prvni zdvorka nulova a proto S =0. .

3.12.3. Rovnice prenosu (momentova rovnice)

Casto nepotfebujeme pravdépodobnostni informace o celém fazovém prostoru, ale postaci
nam informace jen o vyvoji dynamickych proménnych v ¢ase a v poloze. Pfes informace
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o rozlozeni v rychlostech je mozné vystfedovat. Nezapomeiite, ze pravdépodobnosti jsou
normovany k poctu ¢astic a proto podle (3.199) je
u (1) = Ivafa(t,x,va)d3va
a\"» )™ 3
Ifa(t,x,va)d \

Ztrata informace o proménné v, zpisobend stfedovanim vede od statistiky k rovnicim

kontinua. Vynasobme Boltzmannovu rovnici (3.201) libovolnym sumacénim invariantem
¢, (v, ) avysttedujme pies rychlostni proménné:

I¢a afa d3V + J.(éoc (V‘Vx)fa d3va + I¢_a(Fa'Vv)fa d3V I¢az ﬂd3
My,

Postupné nyni upravime vSechny tfi ¢leny na levé stran¢:

Prvni ¢len:
6f 0 0 0
.[¢a a) “ _EJ‘¢(Z Ja d3va=5na(tax)<¢a>v = a<na ¢a>v
Druhy clen:
8f 0 0 0

EACAE v, =5 [b.(v) vy £, =6—xl_na(z,x)<¢a Vi), =a—xl_<na b Via),
Treti clen:

v e[ g F, 1o

[ o) Sy, Va kafa} L g Bl fu v, =
My Uka ey o0 My, 8Uko:

1 0
e 6)

Pii upravé tretiho ¢lenu musime predpokladat, ze silové pole mize byt i funkci rychlosti
(naptiklad magnetickd slozka Lorentzovy sily). Provedli jsme integraci per partes. Prvni ¢len
je nulovy, protoze na hranicich oblasti predpokladame nulové hustoty pravdépodobnosti
vyskytu ¢astic. Sttedovanim ptes rychlostni prostor z Boltzmannovy rovnice zlistane

0 0 1
! 5<na ¢a>v + 8_xi<na¢a Uia>v - m_a< ¢a a > J-¢az ﬂd3 . (3212)

Jde o rovnici pfenosu (momentovou rovnici), které je zékladem teorie kontmua. Nez si o této
rovnici fekneme trochu vice, napiSme ji pro elektromagnetickou interakci

F,=0,E + Q,v,xB.

Pti derivovani tfetiho ¢lenu v rychlostech musime piejit bud’ ke slozkdm nebo vyuzit definice
vektorového soucinu pres Levi-Civitv tenzor. Postup je piimocary s vysledkem:

%<na¢a>v+vx'<na¢a Vo), - Lo <n (E+v, ><B) > f¢aZSa/;d3 (3.213)

Poznamky:
e Statisticka fyzika vyuziva proménné (¢, X,Va). Po stfedovani pres rychlostni prostor ztracime
¢ast informace. Vystiedované proménné jsou jen funkci (¢,X). Sama stfedni hodnota rychlosti
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u, (z,x) se ale vrovnicich kontinua samoziejmé objevuje. Jen ztracime statistickou informaci
o rozloZeni rychlosti.

e Cela rovnice pfenosu ma tvar rovnice kontinuity. Prvni ¢len je ¢asova derivace hustoty aditivni
veliiny, pak nasleduje divergence toku veli€iny. Treti ¢len odpovida zdrojovym &lenam od poli
a prava strana zdrojovym ¢lenlim od srazek. Proto se rovnici fika rovnice pfenosu — popisuje jak
teCou (pfenasi se) rizné veli€iny.

e Vrovnici pfenosu je volna funkce rychlosti ¢a . Za ni se dosazuji rdzné mocniny rychlosti a tim
ziskavame tzv. momenty Boltzmannovy rovnice. Proto se rovnici pfenosu fikd momentové rovnice.

e Secteme-li momentové rovnice pro vSechny druhy ¢€astic «, bude prava strana podle vztahu
(3.211) nulova:

Z%<”a ¢a>v +Vx '<na¢a Va> _%<(E+VQ XB)%> =0.
a v m y

a 6Va

Tomuto pfiblizeni fikdme jednotekutinovy model. Pfispévky od srazek se v jednotekutinovém
modelu vzajemné vyrusi.

e Pro nulty moment miizeme poloZit ¢, rovno jedné a v jednotekutinovém pfiblizeni dostaneme
rovnici kontinuity:

0 0
—n+— '.=O; n= n,, i= n.,u
el e i=Znn,

1

Z rovnice kontinuity pocitame ¢asovy vyvoj koncentrace (nultého momentu Boltzmannovy rovnice).

Ve druhém ¢lenu se ale objevila nova veli¢ina — tok &astic j obsahujici stfedni hodnotu rychlosti
proudéni. Proto musime mit i rovnici pro ¢asovy vyvoj toku €astic (rychlosti) neboli pohybovou

rovnici. Ziskame ji jako prvni moment Boltzmannovy rovnice poloZzenim ¢a =V, - Vysledkem je:

ot 8xj !

V pohybové rovnici se objevuje dalSi nova veliina — tenzor tlaku. Obsahuje dynamicky tlak (tok
hybnosti), bé&zny tlak latky (skalarni slozka odpovidajici chaotickému pohybu), viskozitu
(tenzorova cast tlaku) a u elektromagnetické interakce Maxwelltv tenzor pnuti (tlak zpusobeny
pfitomnosti elektrickych a magnetickych poli. Jako dals$i moment Boltzmannovy rovnice ziskame
rovnici pro ¢asovy vyvoj tenzoru tlaku (odpovida rovnici pro pfenos energie, jde o kvadraty
rychlosti):

gPi ' +in’ x=0.

81‘ 8xk /
V druhém ¢&lenu se opét objevuje nova veli€ina popisujici tepelny tok. V této procedufe bychom
mohli pokraCovat libovolné daleko a ziskdme tak nekonecnou posloupnost momentovych rovnic
pro kontinuum. Vpraxi se soustava uzavira né&akym algebraickym vztahem (napfiklad
Fourierovym zakonem pro tepelny tok) po koneéném poc¢tu momenta.

e V teorii plazmatu se ¢asto vyuziva i vicetekutinovy model (plazma se sklada z tekutiny elektrond,
tekutin rdznych typa iontd a tekutiny neutralnich ¢astic). V tomto pfiblizeni nevymizi srazkové
¢leny a je tfeba s nimi poditat.

o pfislusné polni rovnice. Postadi-li nam informace na urovni kontinua, opirame nase vypocty
0 soustavu momentovych rovnic.

3.12.4. Prvni tfFi momenty
Uved’'me na z&vér prvni tii momenty Boltzmannovy rovnice zapsané pomoci stiedni rychlosti
proudéni u, =<v, > a tepelné rychlosti w, =v,—u, . V momentové rovnici (3.213)

dosadime za ¢, postupné funkce m,, m, v, a mavé/ 2 a poté rychlost rozdélime na

a >’

uspofadanou a tepelnou ¢ast v, =u,; +w,,; . Nezapomeiite, Ze <w, >=0.
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Nulty moment (¢, = m,, ), rovnice kontinuity

Po secteni momentovych rovnic pro vSechny druhy castic (ptes «) ziskdme
op 0dJ
op L %k

= 0’
ot an, (3.214)

kde jsme oznacili hustotu a tok hmoty
p EMyng pEzpaa JaEpaua: JEZJQ

Pokud bychom nesecetli vSechny momentové rovnice, ziskali bychom oddélené rovnice
kontinuity pro kazdy druh c¢astic:

6:00{ + aJka
ot 8xk

=0, (3.215)

Prvni moment (¢, = m v, ), pohybova rovnice (zachovani hybnosti)

Po dosazeni prvniho momentu budou mit momentové rovnice pro jednotlivé druhy &astic
nenulové pravé strany. Vzhledem k tomu, Ze ale ¢, je sumacni invariant, ziskdme po secteni

vSech rovnic a elementarnich upravach jednoduchy vyraz s nulou na pravé strané

—[pu+D><B + —{ZT“ +T + T } =0, (3.216)
ve kterém jsme oznacili
= Znamaua/p, neboli pu=ZJa;
o [04
T = Py <Vigljy >, T =p, <v,®v,>;
2
Tk = (E 5, —EiEjJ, 7 -EP3_ ggp, G217
2
2
T = L B—5ij—Bl.Bj : ™ 083 _nes.
Ho 2 2

Odvozena rovnice je zdkonem zachovani hybnosti pro soustavu ¢astic a elektromagnetického
pole. Prvni ¢len v ¢asové derivaci méa vyznam hustoty hybnosti latky pu, coz je ale soucasné
tok hmoty z rovnice kontinuity. Druhy ¢len DxB je hustotou hybnosti elektromagnetického
pole. V prostorovych derivacich se nachazeji renzory toku hybnosti Castic, elektrického
a magnetického pole. Stfedovani se provadi ptes rychlostni prostor:

a _ 3
T = Pa < Ulavja > = maj.viavjafad Vo

Celkova hybnost soustavy latka + pole se zachovava. Hybnost samotného pole ani ¢astic se
nezachovéva:

0 o (SE M\ _

~(DxB) + VA(TF+TY) = = pyE - pgvxB

%(pu) + @-(ZT“J = poE + povxB .
a

Casovou zménou hustoty hybnosti je u &astic hustota Lorentzovy sily vystupujici na pravé
strané. U elektromagnetického pole je na pravé strané ¢len s opaénym znaménkem, vztah lze
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odvodit ptimo z Maxwellovych rovnic. Teprve soucet obou rovnic dd na pravé strané nulu.
Kdybychom chtéli rozepsat zakon zachovani hybnosti pro jednotlivé druhy ¢&astic
(momentové rovnice nesecteme), objevi se na pravych stranach jesté srazkové Cleny:

%(paua) + V-TY = PoE+pgu, xB + ijavaSaﬂd3va :
B

V souctu pfes a potom vymizi nebot’ jde o srazkové invarianty.

Tenzor toku hybnosti ¢astic 1ze snadno rozepsat pomoci usporddané a chaotické slozky
rychlosti (v =u + w)na dv¢ ¢asti:

a _ a a _ _ 3
Tij _pauiauja +Pz’j > Pij = Pa <Wiawja >_maJ-(Uia _”ia)(vja _uja)fad Vg -

Prvni ¢ast souvisi s pfenosem hybnosti proudénim, druha se nazyva tenzor tlaku a souvisi
s chaotickymi pohyby. V invariantnim zéapisu lze pro tenzor tlaku psat

P¢ Ema_"wa ®Wa fad3va = ma_[(va _ua)®(va —ua)fad3l)a

Tenzor tlaku lze dale rozd¢lit na skaldrni tlak a viskdzni €ast s nulovou stopou (souctem
diagonalnich ¢lenit):

«_ W, w., _ P
Pi =Py <WigWiq >= Py 751']' T Po\ WiaWja _751']' = puo;;—Vij-

Viskozni tenzor brani toku hybnosti, a proto se definuje se zapornym znaménkem.

Druhy moment (¢, = mavi /2), pohybova rovnice (zachovani hybnosti)

Obdobnym postupem jako u predchozich momentl lze ziskat zdkon zachovani energie ve
tvaru

o [ pu* E-D H-B pu’ L
— +e+ + + V| —u+eu+P-u+q+ExH | = 0.
at{ > > > ] [ > q (3.218)

Vnitini energii a tepelny tok jsme oznacili
2

2
w w
eazpa<7a>; ezzea; qazpa< 2awa>; ‘lzzqa'
a a

V Casové derivaci jsou hustoty energii (kinetické, wvnitini, elektrické, magnetické),
v prostorové derivaci jsou toky energii (proudéni, tok vnitini energie, tok tlakové energie,
tepelny tok, tok elektromagnetické energie — Poyntingtiv vektor). Zakon zachovani energie
opét plati pro soustavu vSech druhti ¢astic a pole. Oddélené zdkony zachovani maji nenulové
pravé strany, na kterych se objevuje hustota Jouleova vykonu.:

2 2
Ol e+ v Pl wteu+Piiitq | = jE,
or\ 2 2

Q(£+Hj + V-(ExH) = —j-E.
or\ 2 2

Pokud nesecteme momentové rovnice a budeme uvazovat zdkony zachovani energie pro

jednotlivé druhy castic zv1ast, objevi se na pravé strané jesté srazkové Cleny (ty daji v souctu
jakozto srazkovy invariant nulu):
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o p, u’ yo) u’ “0 - . m,v> 3
5(—0‘2“ +eaJ + V-(—"‘Z“ua +e,u, +PY U, +q, | = Ja'E"‘%:J‘%Saﬁd Va-

Pochopitelné¢ by bylo mozné odvozovat dals$i momenty Boltzmannovy rovnice, jejich

vvvvvvvvvvvv
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